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Documents et calculatrices sont interdits.
Question de cours. Soit n € N.
a. Donner la définition d’un sous-ensemble compact de R™.

b. Soit K C R". Montrer que K est compact si et seulement si pour
toute suite (z5) dans K il existe une sous-suite extraite (zy,) de (zy)
qui converge dans R™ avec limite dans K.

Exercice 1. Soit f: R — R3 la fonction vectorielle définie par

f(@) = (f(t), f2(1), f3(1)),

ou
f1(t) = cos(sh(t)) - sin(arctan(t) + %)
f2(t) = sin(sh(t)) - sin(arctan(t) + %)
f3(t) = cos(arctan(t) + %).
a. Montrer que f est dérivable sur R.
b. Montrer que || f(¢)|| = 1 pour tout ¢t € R.
c. En déduire que (f(t), f'(t)) = 0 pour tout ¢t € R.
d. La limite lim;, o f(t) existe-t-elle? Si oui la déterminer. Sinon dire

pourquoi elle n’existe pas.

Exercice 2. Soit U le sous-ensemble R?\ {(0,0)} de R2. Soit f: U — R?
I’application définie par

_ L Yy
f<x7y)_ (x2+y27x2+y2>'

a. Montrer que U est un sous-ensemble ouvert de R?.

b. Montrer que f est de classe C! sur U.

. Déterminer les dérivées partielles de f en tout point de U.

o

(o}

. Déterminer la matrice jacobienne J,f de f pour tout a € U.



Exercice 3. Définissons une fonction réelle, notée || - ||’, sur R? par
@,y )" = |z +yl + |z — y[ + [2].

a. Montrer que || - ||' est une norme sur R3.

b. Justifier I'existence des nombres réels m, M > 0 tels que
m||(z,y, 2)|| < |[(2,y,2)||" < M| (2, y, 2)]l,

pour tout (z,y,2) € R, ou || -|| désigne la norme euclidienne sur R3.

c. Déterminer explicitement des nombres réels strictement positifs m et
M tels que les deux inégalités ci-dessus sont vérifiées.

Exercice 4. Soit X = [0, +oo[ et [ =[0,1]. Soit f: X x I — R définie par
flz,t) =t - Vat+t

a. Montrer que pour tout x € X, la fonction f,: I — R définie par
fz(t) = f(x,t) est intégrable sur I au sens de Henstock-Kurzweil.

Dans la suite on définit F': X — R par

F(a:):/o f(z, t)dt.

b. Que vaut F(0)?

c. Montrer que f est partiellement différentiable par rapport a x en tout
point de X x 1.

Déterminer %.
X

e

Montrer que % est continue sur X x [I.
En déduire que F est de classe C! sur X.
Déterminer F’(x).

Que vaut F’(0)?
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Baréme indicatif sur 20 points :

Q de cours | 3 pts
Exercice 1 | 3 pts
Exercice 2 | 4 pts
Exercice 3 | 4 pts
Exercice 4 | 6 pts




