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la. Comme 2',2? £ 1 et 23 = 1 dans F%, § = 2 convient.

1b. D’apres le Théoréme de Lagrange, I'ordre d’un élément d’un groupe
divise le cardinal de ce groupe. Comme [F% est de cardinal 6 et 4 ne divise
pas 6, le groupe [F% ne contient pas d’élément d’ordre 4.

lc. Comme X241 est de degré 2, il suffit de montrer que ce polynéme ne
posséde aucune racine dans ;. Or, une racine a de X2+ 1 dans [F; serait un
élément avec la propriété que o2 = —1. Une telle racine serait donc d’ordre 4,
ce qui est exclu par le 1b ci-dessus.

1d. D’aprés la division euclidienne dans F;[X] par X2 +1, le corps K est
un espace vectoriel sur [F; de base 1, a. Il est donc de dimension 2 sur ;. Un
tel espace vectoriel est isomorphe a I'espace vectoriel F2. Ce dernier posséde
7 x 7 =149 éléments. Par conséquent le cardinal de K est égal a 49.

le.Dans Konaa#1,0°2=—-1#1, 0> = —a # 1 et o* = 1. Du coup,
a est bien d’ordre 4 dans K*.

1f. On cherche a,b € F; tels que (aa + b)*> = a. Supposons donc que
(aa+b)* = a. Comme (ac+b)? = 2aba + (b* — a?) et comme 1, v est une F-
base de K, on obtient 2ab = 1 et b*> — a? = 0. La derniére équation implique
que b = +a. Substituer dans la premiére donne +2a? = 1, i.e., > = +4. Une
solution est donc a = b = 2. Par conséquent, § = 2a + 2 convient.

1g. Dans K on a 3 # 1, car la famille 1, est libre, > = a # 1,
B=af=20-2#1,8=c>=-1,8=-=-2a-2+#1,8=a3#1,
BT = —2a 4+ 2 # 1, ce qui montre que l'ordre de 8 est au moins 8. Or,
B = a* =1 d’aprés le le. Cela montre que 3 est d’ordre 8 dans K*.

1h. Comme 3 =2a+2et 32 =, on a

B2+38+1=a+6a+6+1=0

dans K. Le polynéme P = X2 + 3X + 1 dans F;[X] annule donc 3. Comme
B ¢ 7, aucun polynome de degré 1 dans F;[X| n’annule 5. 1l s’ensuit que P
est le polynéome minimal de § sur Fs.



1i. Le sous-corps F7[3] de K est une extension de [F; de degré deg(P) = 2,
ou P est le polynome minimal de § sur F; du 1h ci-dessus. Le corps F7[f]
contient donc 49 éléments, autant que K d’aprés le 1d. Il s’ensuit que Fr[5] =
K.

1j. On cherche a,b € F; tels que (a8 + b)> = 3. Supposons donc que
(a8 +b)* = 8. Comme

(aB +b)* = a®B* + 2abB + b* = a*(—35 — 1) + 2abB + b* =
(2ab — 3a*)3 + (b* — a?),

on obtient 2ab—3a% =1 et b> —a? = 0, car 1, 8 est une F;-base de K d’aprés
les 1h et 1i. On en déduit que b = 4a. Du coup, £2a*> — 3a*> = 1 ou encore
(£2 —3)a? = 1. On a vu que F; ne contient pas une racine carrée de —1. On
a donc forcément (—2 — 3)a? = 1, i.e., a*> = 4. Une solution est donc a = 2,
b= —2, et v =28 — 2 convient.

1k. On pourrait procéder comme dans le 1g ci-dessus, mais on préfére
recourrir a un résultat général :

Proposition. Soit G un groupe et x € GG un élément d’orde fini. Soit n
I'ordre de z et supposons qu'il existe y € G tel que y* = z ot k € N. Si tout
nombre premier divisant £ divise n, alors 'ordre de y est égal a kn.

Démonstration. Soit f: Z — G le morphisme de groupes déterminé
par f(1) = y. Comme y*" = (y*)* = 2" = e, y est d’ordre fini dans G.
Soit ¢ € N lordre de y. On a ker(f) = (Z. Soit g la restriction de f au
sous-groupe kZ de Z. Comme g(k) = f(k) = y* = x et x est d’ordre n, on a
ker(g) = nkZ. Du coup, {Z N kZ = ker(f) N kZ = ker(g) = nkZ. Cela veut
dire que nk = ppcm(¢, k). Montrons que ¢ = nk. On le fait en montrant que
¢ et nk ont la méme décomposition en facteurs premiers. Soient pq,...,pm
les nombres premiers divisant k£, £ ou n. On a

k:ﬁp?v E:ﬁp{i7 et n:ﬁp;}i’
=1 =1 =1

ou e;, fi,9; € N. On a donc
Hp?ax{ei’fi} = ppem({, k) = nk = pri“”.
i=1 1=1

D’ou max{e;, f;} = e; + g; pour tout i. D’aprés I'hypothése portant sur k, si
e; #0,onag; # 0. Ducoup, onae;+g; > e; lorsque e; # 0, et donc f; = e;+g;



lorsque e; # 0. Quand e; = 0, on a également f; = max{e;, fi} = e; + g;. Ce
la montre que f; = e; + ¢; pour tout ¢. Par conséquent,

(/= ﬁpii — ﬁpfﬁ-gi — ]{JTL,
=1 i=1

comme 1l fallait démontrer.

Remarque. La condition sur k est indispensable; si on prend n = 12,
k =10 et ¢ = 24, on a bien ppem(¢, k) = nk, mais ¢ # nk = 120. Du coup,
si on prend pour G le groupe additif Z/1207Z, et on pose y = 5 et x = 50,
I'ordre de z est bien égal & 12, on a 10y = x, mais 'ordre de y n’est pas égal
a 120 puisque 24y = 0 dans G.

On applique la proposition ici & G = K*, x = f, y = ~v. On a n = §,
d’aprés le 1g, et on prend k£ = 2. Comme tout diviseur premier de k divise
n, la proposition précédente s’applique et v est d’ordre 16.

11. D’aprés le 1k, v est d’ordre 16. D’apreés le 1a,  est d’ordre 3. Comme
3 et 16 sont premiers entre eux, le produit ¢ est d’ordre 48 dans K*.



