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CORRIGE ET BAREME

Question de cours. Théoréme de la base d’Hilbert : Soit A un anneau noe-
therien. Alors, 'anneau de polynomes A[X] est noetherien. (2 pts)
Démonstration. Par 'absurde : supposons I est un idéal de A[X] qui n’est pas de
type fini. Evidemment, I # {0}. On va construire, par récurrence, des éléments
Py, Py, Py, ... de I. Soit P, € I\{0} un polynéme de plus bas degré. Comme [ n’est
pas de type fini, (P;) € I. Soit P, € I\(P;) un polynome de plus bas degré. Alors,
(P1, P,) € I. On continue ainsi et on trouve finalement une suite des polynomes
Py, Py, Ps, ... dans I telle que P, soit un polynéme dans I\(P,...,F,) de plus
bas degré.

Soit d; le degré du polyndéme P; et a; € A le coefficient dominant du polyndéme
P, i =1,2,3,.... Par construction, d;;1 > d; quel que soit + € N. Comme A est
noetherien, la chaine croissante d’idéaux de A

(a1) C (a1,a2) C (a1, a9,a3) C ---

est stationnaire a partir d'un certain rang n. En particulier, a,1 € (ay,...,a,),
c-a-d, il existe b; € A tels que a, 1 = Z?Zl b;a;. On a alors

Popy— Y b XU hp e I\(Py,... P,)

i=1
dont le degré est strictement inférieur a celui de P,;. Contradiction. (4 pts)

Exercice 1. a. Comme S et T sont des parties multiplicatives de A, ona 1 € S et
1eT. Ducoup,1=1x1¢€ S8T.

Soient x,y € ST. On montre que xy € ST. Comme z,y € ST, on a x = st et
y = uv avec s,u € S et t,v € T. Du coup, zy = stuv = (su)(tv) € ST car su € S
et tv € T, les sous-ensembles S et T étant multiplicatifs. (0,5 pt)

b. Comme ¢ est un morphisme d’anneaux unitaires, on +(1) = 1. Du coup, 1 €
uT).

Soient z,y € «(T). On montre que zy € «(T). Comme x,y € «(T), il existe
u,v € T tels que t(u) = z et t(v) = y. Du coup, zy = t(u)(v) = t(uv) car ¢
est un morphisme d’anneaux. Comme T est multiplicative, on a uv € T et donc
zy = t(uv) € «(T). (0,5 pt)

c. Soit A\: A — (ST)~'A le morphisme de localisation. En fait, A(a) = ¢ pour
tout a € A. Comme S C ST, on a A(s) € A* quel que soit s € S. D’aprés la
propriété universelle de la localisation par S, il existe un morphisme

p: STTA — (ST) A



tel que g ot = A. En fait, on a

pour tout ¢ € ST'A.

Montrons que p(z) est inversible dans (ST)™*A pour tout z € +(T'). En effet, si
z € (T), on a x = «(t) pour un certain t € 7. Du coup, pu(x) = p(u(t)) = A(t) = .
Or, & est inversible dans (ST)™'A car t € T C ST. Par conséquent, il existe un
morphisme

v o(T) H(STTA) — (ST)'A
tel que vod = p, o d: STPA — (T) 1 (S7LA) est la localisation de S~'A par la
partie multiplicative +(T"). En fait, on a

() -5

Montrons que v est un isomorphisme. Il est clair que v est surjectif. Montrons
donc son injectivité. Soit (a/s)/(t/1) un élément du noyau de v. Cela veut dire que
a/(st) = 0 dans (ST) *A. Il existe donc r € ST tel que ra = 0. Comme r € ST, on
peut écrire r = uv avec u € S et v € T'. Comme

a v ua vua ra 0

v
S e S |
1 Y

S 1 us us Uus Uus

on a bien (a/s)/(t/1) = 0 dans «(T)"'(S~1A). (2,5 pt)

d. D’aprés ce qui précede, les anneaux t(T) 71 (S71A) et (ST)~! A sont isomorphes.
En inversant les roles de S et T, les anneaux x(S)™1(T1A) et (T'S)"*A sont iso-
morphes. Comme T'S = ST dans A, on en déduit que les anneaux (7)1 (S A) et
k(S)"1(T~1A) sont isomorphes. (0,5 pt)

Exercice 2. a. 2014 =2 x 19 x 53. On a donc p =2, ¢ =19 et r = 53. (0,5 pt)

b. D’aprés les Théorémes de Sylow, s19 = 1 (mod 19) et s39 divise 2 x 53. Or,
21 (mod 19) et 53 = —4 # 1 (mod 19). Du coup, 2 x 53 = —8 # 1 (mod 19).
Le seul diviseur de 2 x 53 qui est = 1 (mod 19) est donc 1, i.e., s;9 = 1. (0,5 pt)

c. D’aprés les Théorémes de Sylow, s53 = 1 (mod 53) et ss3 divise 2 x 19. Or,
2#1 (mod 53), 19 # 1 (mod 53) et 2 x 19 =38 # 1 (mod 53). Le seul diviseur de
2 x 19 qui est =1 (mod 53) est donc 1, i.e., ss3 = 1. (0,5 pt)

d. D’aprés le b, G contient un sous-groupe distingué H de cardinal 19. D’apres
le ¢, G contient un sous-groupe distingué K de cardinal 53. Du coup, HK est un
sous-groupe de G de cardinal 19 x 53, i.e., d’indice 2 dans G.

Montrons que H K est le seul sous-groupe de G d’indice 2. Soit L un sous-groupe
de G d’indice 2. Le groupe L est donc de cardinal 19 x 53. D’aprés les Théoréemes de
Sylow, L contient un 19-sylow H' et un 53-sylow K’. Comme H’ est aussi 19-sylow
de G,on a H = H. De méme, K' = K. Du coup, H C L et K C L, et donc aussi
HK C L. Comme HK et L ont méme cardinal, on a HK = L. Cela montre que
HK est 'unique sous-groupe de G de d’indice 2. (1 pt)

e. Comme H K est un sous-groupe de G d’indice 2, il est distingué. Il s’ensuit que
G est isomorphe & un produit semi-direct de HK et Z/27Z. Or, d’aprés le Théoréme
des groupes pq, le groupe HK est isomorphe a Z/19Z x Z/53Z. Par conséquent,



G est isomorphe au produit semi-direct (Z/19Z x Z/537Z) X, 7/27, ot « est un
morphisme de Z/27Z dans le groupe

Aut(Z/19Z x Z,/537) = 7./187 x 7./527.

Il existe 4 de tels morphismes : le morphisme trivial, le morphisme qui envoie 1
sur (9,0), le morphisme qui envoie 1 sur (0,26), et le morphisme qui envoie 1 sur
(9,26). Dans le premier cas G est isomorphe & Z/2014Z, dans le deuxieéme cas G est
isomorphe & Dig X Z/53Z, dans le troisiéme cas G est isomorphe & Ds3 x Z/197Z, et
dans le dernier cas G est isomorphe a Djgo7. (1,5 pt)

f. Rappelons que le groupe diédral D,, contient exactement n éléments d’ordre
2 lorsque n est impair. Il contient donc aussi exactement n 2-sylows. Du coup, si G
est isomorphe & Z/20147Z, il contient exactement 1 2-sylow. Si G est isomorphe a
D19 x Z/53Z, il en contient exactement 19. Si G est isomorphe & D53 X Z/19Z, il en
contient exactement 53. Si GG est isomorphe & D17, il en contient exactement 1007.
(1 pt)

Exercice 3. a. Définir f sur la base standard de Z3 par f(1,0,0) = (1,0,0),
f£(0,1,0) = (0,1,0) et f(0,0,1) = (0,0, 1). Comme la famille (1,0, 0), (0, 1,0), (0,0, 1)
est génératrice de GG, le morphisme f est surjectif. (0,5 pt)

b. Un groupe abélien H est de type fini si et seulement s’il existe un morphisme
surjectif ¢g: Z™ — H, pour un certain entier naturel n. D’aprés le a, il existe un
morphisme surjectif f: Z* — G, le groupe abélien G est donc de type fini. (0,5 pt)

c. D’aprés le cours, tout sous-groupe de Z? est de type fini. (0,5 pt)

d. Comme K est le sous-groupe 12Zx 18Zx {0} de Z?, la famille (12,0, 0), (0, 18,0)
est génératrice de K. (0,5 pt)

e. Définir g sur la base standard par g(1,0) = (12,0,0) et ¢g(0,1) = (0,18,0).
Comme la famille (12,0,0), (0, 18,0) est génératrice de K, le morphisme ¢ est sur-
jectif. (0,5 pt)

f. La matrice de g dans les bases standard est

12 0
M=|{0 18|. (0,5 pt)
0 0

g. On effectue 'algorithme de Smith sur M :

12 0 12 18 12 6 0 6

0 18] (0 18] =0 18] > |—-36 18] —

0 0 0 0 0 0 0 0
6 6 6 0 6 0
~18 18| = [-18 36| —» [0 36| (1 pt)
0 0 0 0 0 0

h. Soit M’ la matrice diagonale diag(6,36) ci-dessus, obtenue donc & partir de
M en effectuant ’algorithme de Smith. Par construction, il existe des matrices U €
GL3(Z) et V € GLy(Z) telles que UMV = M’. Soit C' la base de Z* constituée



des colonnes de la matrice U~!. Soit B la base de Z? constituée des colonnes de la
matrice V. Alors M’ est la matrice de g dans les bases 5" et C'. (0,5 pt)

i. Par construction, GG est isomorphe au conoyau de g. D’aprés le h, le conoyau
de g est isomorphe & Z3/(6Z x 36Z x {0}). Ce dernier groupe est isomorphe a
Z]6Z x Z/36Z x Z. (0,5 pt)



