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Chapitre 1

Anneaux

1.1 Anneaux et morphismes

Rappelons la définition d’un anneau. Soit A un ensemble. Soient + et - deux lois
internes sur A, c-a-d, + et - sont des applications de A x A dans A. On notera
a + b au lieu de +(a,b) et a - b, voir ab, au lieu de -(a,d). On va considérer les
conditions suivantes :

Al Va,bce A:(a+b)+c=a+ (b+c) (associativité de +)
A2 Fz € A:Va€ A:a+ z=z+a=a ('existence élément neutre additif)

Lorsque A2 est satisfaite, ’élément neutre additif z de A est unique. En effet,
si z' € A satisfait aussi @ + 2’ = 2’ + @ = a quel que soit @ € A, on aura en
particulier 2/ = 2’ 4+ z = z. Cela montre 'unicité de 1’élément neutre additif.
Désormais, on lui réserve la notation 0.

Sous ’hypothése de A2:

A3 Vac A:FbeA:a+b=>b+a=0 (Iexistence d’opposé)

Lorsque A1—A3 sont satisfaites, I’opposé d’un élément a € A est uniquement
déterminé. En effet, si b’ est aussi un opposé de a, on aura b = b + 0 =
b+ (a+b) =" +a)+b=0+b="b. Cela montre I'unicité de I’opposé d’un
élément a € A. On le notera —a.

A4 VYa,be A:a+b=>b+a (la commutativité de +)

A5 Va,bee A:a-(b+c)=(a-b)+(a-c)et (a+b)-c=(a-c)+(b-¢) (la
distributivité)

A6 VYa,b,ce A:(a-b)-c=a-(b-ec) (I’associativité de )
A7 Jue AVa e A:a-u=u-a=a (existence élément neutre multiplicatif)

On peut montrer I'unicité de u comme ’on a fait pour 1’élément neutre additif.
On le désignera par 1.

A8 Va,be A:a-b=1b"a (la commutativité de -)
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Définition 1.1.1. Soit A un ensemble muni de deux lois internes + et -. Le
triplet (A4, +, -) est un anneau si les conditions A1-A6 sont satisfaites. Le triplet
(A, 4+, ) est un anneau unitair si de plus A7 est satisfaite. Le triplet (A4, +, -) est
un anneau unitair commutatif si toutes les conditions A1—A8 sont satisfaites.
Par abus de langage, on dira aussi que A au lieu du triplet (A, +,) est un
anneau, anneau unitair ou un anneau unitair commutatif.

Comme on ne considérera essentiellement que des anneaux unitairs commu-
tatifs, on dira «anneau» au lieu «d’anneau unitair commutatif» pour simplifier.
Lorsqu’on considére des anneaux non commutatifs ou non unitairs, on ’explici-
tera.

Observons que ’ensemble A muni de sa loi additive + est un groupe abélien
lorsque (A, +, ) est un anneau.

Exemple 1.1.2. 1. L’ensemble {0} n’admet qu’une structure d’anneau. C’est
I’anneau nul, noté 0.

2. Tous les ensembles Z,(Q,IR et C munis de leurs lois internes habituelles
sont des anneaux.

3. Pour un entier n positif, ’ensemble Z /nZ des entiers modulo n muni de
ses lois internes habituelles est un anneau.

4. Lorsque A est un anneau, A[X] désigne I’ensemble des polynémes & coef-
ficients dans A. Un tel polynome est une somme formelle Y . a; X’ ol
ai € A, i =0,...,n et n € N. Deux de tels polynomes ) ., a; X' et
Z?;O b; X' sont égaux si et seulement si a; = b; pour tout i. La et ailleurs,
il est sous-entendu que a; = 0 pour ¢ > n et b; = 0 pour ¢ > m. On définit
deux lois internes sur A[X] par

n max{n,m}

i=0 i=0 i=0
et N
Do aX) - QX)) = (> ab)x*.
=0 =0 k=0 z?-l?‘],‘]:ZkO

On peut vérifier que A[X] est alors un anneau, c’est ’anneau des poly-
nomes en X a coefficients dans A.

5. On définit alors par récurrence I’anneau des polynomes en Xq,..., X, a
) bl

coefficients dans A: A[X1,...,X,] = (A[X1, ..., Xn-1])[Xn].

6. Soit G un groupe abélien. Soit End(G) ’ensemble des endomorphismes de
G, i.e., ensemble des homomorphismes de G dans lui-méme. On définit
deux lois internes + et - sur End(G) par

f-g=Ffoget (f+g)(x)=f(z)+g(x)

quel que soit # € G. On vérifie facilement que End(G) est un anneau
unitair qui n’est pas forcément commutatif.
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Les conditions A1, A2 et A4 permettent de définir, dans un anneau quel-
conque A, les sommes indexées par un ensemble fini. En effet, soit 7 un ensemble
fini et soit @; € A pour tout i € I. On définit Zie[ a; € A par récurrence sur le
cardinal de 7. Si I est vide, Y ..., a; = 0 par définition. Lorsque I est non vide,
soit 1g € 1. On définit alors

Zai:ai0+ Z a;,

iel iel\{io}

1€l

la derniére somme étant définie par récurrence. On notera Zie{m,m,n} a; par
E?:m a; OUu encore par @y, + dm41 + -+ Ay

De méme, les conditions A6, A7 et A8 permettent de définir, dans un
anneau quelconque, les produits Hiel a; indexés par un ensemble fini I. Cette
fois-ci ce produit est égal & 1 lorsque I est vide. On notera [];_  a; ou encore
Um * Amt1 -+ Ay au lieu de HiE{m,m 0} G-

Définition 1.1.3. Soit A un anneau. Un élément a € A est régulier lorsque
ab = 0 implique que b = 0. Un élément a € A est un diviseur de zéro si a n’est
pas régulier, i.e., §’il existe b € A, b # 0 et ab = 0. L’anneau A est intégre
lorsque A est non nul et chaque élément non nul de A est régulier, autrement
dit, A est non nul et n’a pas de diviseurs de zéro non nuls.

Exemple 1.1.4. 1. L’anneau des entiers 7 est integre.
2. L’anneau des polynémes A[X] est intégre lorsque A 'est.
3. Z/nZ est intégre si et seulement si n est nul ou premier.

Définition 1.1.5. Soit A un anneau. Un élément a € A est inversible s’il existe
b € A tel que ab = ba = 1. L’anneau A est un corps lorsque A est non nul et
chaque élément non nul de A est inversible.

On voit qu’un élément inversible est nécessairement régulier. En particulier,
un corps est integre.

Exemple 1.1.6. 1. Les anneaux @), R et C sont des corps.
2. L’anneau Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.
3. Les anneaux A[X] et Z ne sont pas de corps.

Si @ € A est inversible, ’élément b € A tel que ab = ba = 1 est uniquement
déterminé par a (démonstration comme dans le cas additif). On notera b alors
par a~! et on I'appelle I’inverse de a. L’ensemble des éléments inversibles dun
anneau A est noté par A*.

Proposition 1.1.7. Soit A un anneau. L’ensemble des éléments inversibles A*
de A est fermé sous multiplication et la paire (A*,-) est un groupe abélien.

Démonstration. D’abord, on montre que A* est stable pour la multiplication.
Lorsque a,b € A*, on a leurs inverses a=! et b~! dans A4, et on a (ab)(b~1a"!) =
1. Il s’ensuit que ab est inversible. Par conséquent, A* est stable pour la multi-
plication et - est alors bien une loi interne sur A*.

Comme - est déja associative et commutative sur A, elle ’est forcément sur
le sous-ensemble A* de A. Evidemment, ’élément neutre multiplicatif 1 de A
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est inversible, donc appartient 4 A*. L’élément neutre 1 de A est alors aussi
I’élément neutre de A*. Quant & inverse de @ € A*: on a a=! € A tel que
aa~' = a~'a = 1, ce qui montre que a~! appartient lui aussi & A* et que a~!

est I'inverse de a dans A*. O

Définition 1.1.8. Soit A un anneau. Le groupe des éléments inversibles de A
est le groupe multiplicatif de A, noté par A*.

Définition 1.1.9. Soient A et B des anneaux et f: A — B une application.
L’application f est un morphisme d’anneauz, ou par abus de langage un mor-
phisme, lorsque

M1 f(a+b) = f(a) + f(b);
M2 f(ab) = f(a)f(b);

M3 f(1)=1;

quels que soient a, b € A.

Exemple 1.1.10. 1. L’identité id4: A — A est un morphisme d’anneaux
pour tout anneau A.

2. Quel que soit ’anneau A, I'unique application de A dans ’anneau nul est
un morphisme d’anneaux.

3. Lesinclusions Z - Q,Z - R, Z - C,Q > R, Q - Cet R - C sont
toutes des morphismes d’anneaux.

4. Soit n € Z un entier non nul. L’application 7: Z — Z/nZ de réduction
modulo n est un morphisme d’anneaux.

Proposition 1.1.11. Soient A, B et C des anneauz. Soient f: A — B et
g: B — C des morphismes d’anneauz. Alors, go f: A — C est un morphisme
d’anneauz.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 1.1.12. Soit A un anneau. Il existe un et un seul morphisme
d’anneauz de 7 dans A.

Démonstration. Exercice. (Voir aussi Exercice 37.) O

Soit A un anneau. D’aprés Proposition 1.1.12 il existe un et un seul mor-
phisme d’anneaux de Z dans A. On notera 'image d’un entier n par ce mor-
phisme encore par n. On fera attention a ce que deux entiers différents ne sont
pas forcément différents en tant qu’éléments de A. (Exemple: 1 = 3 dans Z/27.)

Définition 1.1.13. Soient A et B des anneaux. Un endomorphisme de A est
un morphisme d’anneaux de A dans lui-méme. Un isomorphisme de A dans B
est un morphisme f: A — B tel qu’il existe un morphisme g: B — A avec
gof =1idy et fog = idg. On dit que A et B sont isomorphes s’il existe un
isomorphisme de A dans B, noté par A = B. Un automorphisme de A est un
isomorphisme de A dans lui-méme.
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Exemple 1.1.14. 1. L’identité id 4 est évidemment un automorphisme d’un
anneau A.

2. Un automorphisme non trivial est la conjugaison complexe C — C, z — Z.

3. Les anneaux A[X] et A[Y] sont isomorphes, quel que soit ’anneau A.

1.2 Sous-anneaux

Parmi les sous-ensembles d’un anneau A, ceux qui héritent de A la structure
d’un anneau nous intéressent particuliérement.

Définition 1.2.1. Soit (A, +,-) un anneau. Un sous-ensemble B de A est un
sous-anneau de A lorsque

SA1 b+ b, bb' et —b appartiennent & B pour tous les b, € B;
SA2 1 appartient a B.

Exemple 1.2.2. 1. Z est un sous-anneau de @, de R et de C. @ est un
sous-anneau de R et de C. R est un sous-anneau de C.

2. Soit D C @ le sous-ensemble des nombre décimaux, i.e.,
a

D= {1

|a € Z et n € N},

Alors, D est un sous-anneaux de Q).
3. A est un sous-anneaux de ’anneau de polynomes A[X].

4. Lorsque f: A — B est un morphisme d’anneaux, f(A) est un sous-anneau

de B.

Observons qu’un sous-anneau B de A contient nécessairement 1’élément
neutre additif 0 de A.

La terminologie de sous-anneau est justifiée par la proposition suivante :

Proposition 1.2.3. Soit A un anneau et B C A un sous-anneau de A. Les lois
internes + et - sur A induisent des lois internes sur B. L’ensemble B muni de
ces lois internes est un anneau.

Démonstration. Exercice. O

Soit € une collection de sous-ensembles d’un ensemble F, c-a-d, C C P(E).
Rappelons que 'intersection (| C de C est par définition

mC:{xEE|x€XpourtoutXEC}.

Lemme 1.2.4. Soit A un anneau. Soit C une collection de sous-anneaux de A.
Alors Uintersection (| C est un sous-anneau de A.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 1.2.5. Soit A un anneau et S un sous-ensemble de A. Alors, le
plus petit sous-anneau de A contenant S existe.
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Démonstration. Soit C la collection des sous-anneaux de A contenant S. D’apres
Lemme 1.2.4, [ C est un sous-anneau de A. Evidemment, [ C contient S. Il reste
a montrer que () C est le plus petit sous-anneau de A contenant S. Soit alors B
un sous-anneau de A contenant S. Comme B € C, on a (\C C B. |

Soit A un anneau. Soit B un sous-anneau de A et s un élément de A. Le plus
petit sous-anneau de A contenant BU{s} est noté par B[s]. C’est le sous-anneau
de A obtenu de B en adjoignant s. On vérifie que

n
B[s]={a€e A|IneNI,eB:a :Zbisi}.
i=0
Exemple 1.2.6. 1. L’anneau de Gauss Z][i] est le sous-anneau de C obtenu
de 7 en adjoignant i. On a Z[{]= {a + bi|a,b € Z}.

2. L’anneau des décimaux D est égal au sous-anneau de () obtenu de Z en
adjoignant 11—0, ie, D= Z[%]_

1.3 Idéaux

Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. On a vu que 'image f(A) de f est
un sous-anneaux de B. On aimerait construire ’anneau f(A), & isomorphisme
pres, a partir des données intrinseques a I’anneau A, i.e., sans avoir recours a B
ou f. Observons que f(a) = f(a’) si et seulement si a — a’ € ker(f) quels que
solent a,a’ € A. De ce fait il suffit de connaitre le noyau I = ker(f) de f pour
pouvoir construire I'ensemble f(A). En effet, f(A), en tant qu’ensemble, est le
quotient de ’ensemble A par la relation d’équivalence ~ définie par

a~ad <= a—d €l

Le fait que f soit un morphisme d’anneaux impose sur I’ensemble I entre autres
les conditions suivantes :

I1 0e1;
12 z,ye Il = 2x4+y€el,;
IB3acAetzecl = arel.

Réciproquement, soit I C A un sous-ensemble vérifiant I1, I2 et I3. On verra
dans le paragraphe suivant que la relation ~ définie sur A para ~ a' < a—a’ € T
est alors une relation d’équivalence et que le quotient de ’ensemble A par ~
admet une structure d’anneau induite par celle de A.

Définition 1.3.1. Soit A un anneau. Un sous-ensemble I de A est un idéal de
A lorsque les conditions I1, I2 et I3 sont satisfaites.

La proposition suivante servira a construire des idéaux.
Proposition 1.3.2. Soient A un anneau et S un sous-ensemble de A. Soit
n
(S) = {Zaisi |a; € A,s; € S et n € N}
i=1

Alors, (S) est un idéal de A. C’est le plus petit idéal de A contenant S.
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Démonstration. On voit bien que (S) est un idéal de A. De plus, si T est un
idéal de A contenant S, Z?:l a;s; € I pour tout a; € A, s; € S et n € N. D’ou
(S)C I O

Définition 1.3.3. Soit A un anneau et S un sous-ensemble de A. Alors, 1'1déal
(S) de A est l’idéal engendré par S.

Soit S un sous-ensemble de A. On rencontrera une multitude de notations
pour l'idéal engendré par S: (S), AS ou aussi SA; (s1,...,8n) lorsque S =
{81,...,8n}; sA ou aussi As lorsque S = {s}.

Exemple 1.3.4. 1. L’idéal nZ dans 7Z, n un entier.

2. L’idéal (X,Y) dans A[X,Y]. C’est I'idéal des polynéomes en X et Y sans
terme constant.

3. Soit A un sous-anneau de B et I un idéal de A. Alors BI est un idéal
de B.

Définition 1.3.5. Soit A un anneau, I un idéal de A et S un sous-ensemble
de A. L’idéal I est engendré par le sous-ensemble S lorsque I = (S). L’idéal T
de A est de type fini s’1l existe un sous-ensemble fini de A engendrant I, i.e.,
§’ll existe un entier n et s1,...,s, € A tels que I = (s1,...,8,). L’idéal T est
principal lorsque I est engendré par un singleton, i.e., lorsque I = As, pour
certain s € A.

Malheureusement, un idéal n’est pas forcément de type fini, comme le montre
I’exemple suivant :

Exemple 1.3.6. Soit A un anneau non nul et B = K[X3, X5, X3,...] 'anneau
de polynomes en les indéterminées X1, X5, X3, ... a coefficients dans A. L.’idéal
I = (X1,X2,X3,...) de B n’est pas de type fini. Pour le montrer on aura besoin
du fait suivant.

Soit n € N. Soit B, le sous-anneau K[X1,...,X,] de B et I, C B, I'idéal
de B, engendré par Xi,...,X,. Alors, on a que l'intersection N B,, est égale a
I'idéal I, de B, . Effectivement, L’inclusion I, C I N B,, est évidente car I, C I
et I, C B,. Pour montrer 'inclusion I,, D I N B,, soit P € I N B,. Comme P

appartient a I, il existe m € Net Pp,..., P, € B tels que
m
P=> PX.
i=1
Quitte & augmenter m, on peut supposer que chaque F; est un polynome en
X1,...,X; a coefficients dans A. Pour que P appartienne a B,, il faut alors

que P; soit nul pour tout i > n. Comme P; € B, quel que soit ¢ < n, on a
P € I,. Cela montre que I N B, = I,.

Maintenant on montre que 1'idéal I de B n’est pas de type fini. Supposons
qu’il existe Py,..., P, € B tels que

I=(Py,... P

Comme B est la réunion de ses sous-anneaux By, k € N. Il existe k € N tel que
P; € Bg quel que soit i = 1,... n. Soit f: B — A un morphisme d’anneaux tel



12 CHAPITRE 1. ANNEAUX

que f(Xk4+1) = et f(X;) = 0 quel que soit i # k. D’aprés ce qui précede, chaque
P; appartient & 'idéal I de By engendré par Xi,..., Xj. D’ou, P; € ker(f)
quel que soit 7. Comme ker(f) est un idéal, 'idéal de B engendré par les P; est
contenu dans ker(f). D’ou I C ker(f). Mais Xpy1 € I et f(Xgq1) = 1 # 0.
Contradiction.

Définition 1.3.7. Un anneau A est noetherien lorsque tout idéal de A est de
type fini. Un anneau A est principal lorsque A est intégre et tout idéal de A est
principal.

Exemple 1.3.8. 1. Les corps, 'anneau des entiers Z, les anneaux K[X],
pour K un corps, sont tous des anneaux principaux.

2. Tout anneau principal est noetherien.
3. Tout anneau fini est noetherien.

On voit souvent la condition équivalente suivante comme définition d’un
anneau noetherien :

Proposition 1.3.9. Soit A un anneau. Alors, A est noetherien si et seulement
st chaque chaine croissante d’idéaur de A

LCLCIC:-
est stationnaire, c-a-d, il existe N € N tel que Intr = In quel que soit k € N.

Démonstration. Supposons que A est noetherien. Soit Iy C I, C I3 C --- une
chaine croissante d’idéaux de A. L’union I = [JI; est un idéal de A. Comme
A est noetherien, il existe ay,...,a, € I tels que T = (ay,...,a,). Puisque T
est la réunion des idéaux I;, a; € I;; pour certain i; € N, j = 1,...,n. Soit
N = max{iy,...,in}. Comme I;; C Iy, on aa; € Iy pour j =1,...,n. Dol
In D (ay,...,an) = I ce qui implique que la chaine d’idéaux I; est stationnaire
a partir du rang N.

Réciproquement, supposons que chaque chaine croissante d’idéaux de A est
stationnaire a partir d’un certain rang. Soit 7 C A un idéal. On va montrer
que [ est de type fini. Par ’absurde: si I n’est pas de type fini, on peut choisir
ai,as,as, ... € I tels que apy1 € (a1,...,a,). D’aprés hypothése, la chaine
croissante d’idéaux

(a1) C (a1, as) C (a1, az,as) C ---

est stationnaire a partir d’un certain rang N € N. En particulier, any1 €
(ai,...,an). Contradiction. O

Rappelons que pour un polynéme non nul P = ag X%+ - -+ a1 X + ag dans
A[X], ott ag # 0, le degré deg(P) de P est égal & d. Le degré du polynéme nul

est par définition —oo. Observons que 'on a les propriétés suivantes :
D1 deg(P) = 0 lorsque P € A\{0};
D2 deg(P + Q) < max{deg(P),deg(@)} quels que soient P,Q € A[X];

D3 deg(P + Q) = max{deg P,deg(Q)} lorsque deg(P) # deg(Q) ;
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D4 deg(PQ) < deg(P) + deg(Q) quels que soient P, @ € A[X];

D5 deg(PQ) = deg(P) + deg(Q) quel que soit @ € A[X], lorsque le coefficient

dominant de P est un élément régulier de A.

Théoréme de la base de Hilbert. Soit A un anneau noetherien. Alors, l'an-
neau de polynémes A[X] est noetherien.

Démonstration. Par ’absurde : supposons I est un idéal de A[X] qui n’est pas de
type fini. Evidemment, I # {0}. On va construire, par récurrence, des éléments
Py, Py, Ps,... de I. Soit Py € I\{0} un polynéme de plus bas degré. Comme
I n’est pas de type fini, (P;) C I. Soit P, € I\(P;) un polynéme de plus
bas degré. Alors, (P;, P,) C I. On continue ainsi et on trouve finalement une
suite des polynomes Py, Pa, Ps, ... dans I telle que P,41 soit un polynéme dans
I\(P1,...,P,) de plus bas degré.

Soit d; le degré du polynéme P; et a; € A le coefficient dominant du poly-
nome P;, 1 =1,2,3,.... Par construction, d;+1 > d; quel que soit i € N. Comme
A est noetherien, la chaine croissante d’idéaux de A

(a1) C (a1,a2) C (a1, az,a3) C ---

est stationnaire & partir d’un certain rang n. En particulier, ap,41 € (a1, ..., a,),
c-a-d, il existe b; € A tels que ap41 = 22121 b;a;. On a alors

n
Pagi = S bXdnti=dip e [\(Py,... P,

i=1
dont le degré est strictement inférieur a celui de P, ;. Contradiction. (|

Corollaire 1.3.10. Soit A un anneau noetherien. Alors, l’anneau de polynéomes
A[X1,...,X,] est noetherien.

1.4 Anneaux quotients

Soient A un anneau et I un idéal de A. On va construire ’anneau quotient A/I
de A par I: Soit ~ la relation sur A définie par

a~b<=a—-bel.

Cette relation est une relation d’équivalence. Soit A/I le quotient de I’ensemble
A par ~, c-a-d, A/I est 'ensemble des classes d’équivalences de ~. Pour ¢ € A
on notera sa classe d’équivalence par a.

Ensuite on définit deux lois internes binaires + et - sur A/I induites par
celles de A. D’abord, soient

a,pu: Ax A— AJT

les applications définies par a(a,b) = a + b et p(a,b) = ab. On vérifie que a(a, b)
et pu(a, b) ne dépendent que des classes d’équivalence de a et b. En effet, si a ~ ¢
etb~d, (a+b)—(c+d) = (a—c)+(b—d) e I et ab—cd =b(a—c)+c(b—d) € I.
Do, a+b~c+det ab~ cd, c-a-d, a(a,b) = a(e,d) et pu(a,b) = p(c,d). Par
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conséquent, a et p induisent deux lois internes binaires + et - sur A/I définies
par

G+b—=a+b et @-b=a-b.

11 est facile de vérifier que A/I muni de ces lois internes est un anneau. On
a0=0,1=T1et —a=—a dans A/I. De plus, I’application

m: A— AJT
qui envole a € A sur sa classe d’équivalence @ est un morphisme d’anneaux.

Définition 1.4.1. Soient A un anneau et I un idéal de A. Le quotient de A par
I est la paire (A/I, ) consistant de l'anneau quotient A/I et du morphisme de
passage au quotient w: A — A/I. Parfois on dira par abus de langage que A/T
est le quotient.

Soit A un anneau et I C A un idéal. En général, il n’est pas facile de expliciter
un systéme de représentants pour les classes d’équivalence modulo 7. Cependant,
pour ’anneau de polynémes A[X] et pour I un idéal de A[X] engendré par un
polynome unitair, il en existe un moyen grace a la division euclidienne.

Théoréme de la division euclidienne. Soit A un anneau non nul. Soit F' €
A[X] unitair. Pour tout polynéme P € A[X], il existe uniques Q, R € A[X] tels
que P=FQ+ R et deg(R) < deg(F).

Démonstration. Tout d’abord, ’assertion est bien vraie lorsque deg(F) = 0,
i.e., lorsque F' = 1. Supposons dans la suite que F' € A[X] est unitair de degré
strictement positif.

Puis on montre 1'unicité. Supposons que 'ona P = FQ+ R = FQ' + R’ ou
deg(R) < deg(F) et deg(R') < deg(F). Alors, F- (@ — Q') = R' — R. On a que
Q — Q' = 0. En effet, si @ — Q' était non nul, deg(Q — Q') serait non négatif
et deg(R — R') =deg(F - (Q — Q")) = deg(F) + deg(Q — Q') > deg(F'). Tandis
que deg(R — R') < deg(F'). Cela montre bien que @ — Q' =0, i.e.,, Q@ = Q' et
R = R'. D’ou 'unicité.

Ensuite, on montre par récurrence ’existence de ’écriture P = FQ + R avec
deg(R) < deg(F) pour tout P € A[X]. Lorsque deg(P) < deg(F), on prend
tout simplement Q = 0 et R = P.

Supposons que ’on a montre ’existence pour tous les polynémes P de degré
strictement inférieur & n, olt n > deg(F'). Soit P un polynéme de degré n. Soit a,
son coefficient dominant. Comme le degré d = deg(F') de F est inférieur ou égal
an, P'=P—a,X""?F est un polynéme. Evidemment, deg(P’) < deg(P) = n.
D’apres ’hypothése de récurrence, il existe @', R € A[X] tels que P = FQ'+ R
et deg(R) < deg(F). On a alors P = F - (Q + a, X"~ %) + R. D’ol1 I'existence de
Q, R € A[X] tels que P = FQ + R et deg(R) < deg(F). O

Corollaire 1.4.2. Soit A un anneau non nul et F € A[X] unitair. Soit d le
degré de F' et I C A lidéal engendré par F. Alors, pour tout P € A[X] il existe
un et un seul polynéme @ € A[X] de degré strictement inférieur d d tel que
P soit équivalent @ QQ modulo I. Autrement dit, le sous-ensemble de A[X] des
polynomes de degré strictement inférieur a d est un systéme de représentants
pour les classes d’équivalence modulo 1.
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La définition du quotient comme ’anneau quotient muni du morphisme de
passage au quotient est d’une subtilité que I'on va expliquer : Le morphisme de
passage au quotient établit le lien entre ’anneau et son anneau quotient. Sans ce
morphisme il n’y aurait eu aucun rapport entre A et A/I. Ils auraient été tout
simplement deux anneau flottant dans I’univers. Par contre, c’est le morphisme,
lui, qui les met en rapport. La propriété suivante en est une illustration.

Propriété universelle du quotient. Soient A un anneau et I un idéal de
A. Soit m: A — A/I le passage au quotient. Alors, on a w(I) = {0} et m
est le morphisme universel ayant cette propriété, c-a-d, pour tout anneau B et
tout morphisme f: A — B avec f(I) = {0} il existe un et un seul morphisme
f: AJT — B tel que le diagramme commute :

A—"=AJI (1.1)
7
N
B

Démonstration. Soient a,b € A tels que a —b € I. Comme f(I) = 0, on a
f(a) = f(b). Cela montre que I’application f: A/I — B définie par f(a@) = f(a)
est bien définie. Comme f o7 = f est un morphisme d’anneaux et m est un
morphisme d’anneaux surjectif, f est un morphisme d’anneaux (Exercice 23).
L’unicité de f s’ensuit de la surjectivité de . O

On ne veut pas favoriser la construction ci-dessus du quotient d’un anneau
et on appelle un quotient de A par I tout morphisme p: A — @ étant uni-
versel parmi les morphismes d’anneaux f: A — B tels que f(I) = {0}. Plus
précisément :

Définition 1.4.3. Soit A un anneau et I C A un idéal. Un morphisme d’an-
neaux p: A — @Q est un quotient de A par I si p(I) = {0} et pour tout anneau
B et tout morphisme d’anneaux f: A — B avec f(I) = {0}, il existe un et un
seul morphisme d’anneaux f: Q — B tel que le diagramme suivant commute::

A—L5Q

7

B

Proposition 1.4.4. Soit A un anneau et I C A un idéal. Soit m: A — AJI
le passage au quotient. Lorsque p: A — @ est un quotient de A par I, il existe
un isomorphisme f: A/T — @ tel que f ow = p. En particulier, A/I et Q) sont
isomorphes.

Démonstration. 1l existe un morphisme d’anneaux f: A/I — @ tel que for = p,
d’apres la propriété universelle de 7. De méme, il existe un morphisme d’anneaux
g:Q — A/I tel que gop = m, d’aprés la propriété universelle de p. On a alors le
morphisme g o f de A/T dans lui-méme satisfaisant (go f) om = 7. Or, I'identité
id 45 sur A/ satisfait lui aussi id4,r o 7 = 7. D’aprés I'unicité, g o f = idgyr.
De méme, en utilisant la propriété universelle de p cette fois-ci, on montre
fog=idg, cad, f: A/I - Q est un isomorphisme. O
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Proposition 1.4.5. Soit A un anneau, I C A un idéal et p: A — @ un mor-
phisme d’anneauz. Le morphisme p est un quotient de A par I si et seulement
st p est surjectif et ker(p) = I.

Démonstration. Supposons que p est un quotient de A par I. Soit 7: A — A/I
le quotient de A par I. D’aprés Proposition 1.4.4, il existe un isomorphisme
f+AJ/T = Q tel que fom = p. On a alors ker(p) = ker(7). Or ker(7) = I, donc
ker(p) = I. De plus, comme f et 7 sont surjectifs, p est surjectif.

Pour montrer I'autre implication, supposons que ker(p) = I et que p est
surjectif. Il faut montrer que p est universel. Soit f: A — B un morphisme
d’anneaux tel que f(I) = {0}. En utilisant la surjectivité de p, définissons
une application f: Q@ — B par f(q) = f(a) ot a € A est tel que p(a) = q.
Observez que f(q) ne dépend pas du choix de a € A tel que p(a) = ¢q. En
effet, si a’ € A satisfait p(a’) = ¢ lui aussi, alors a — @’ € ker(p) = I. Do
f(a) = f(a') = f(a — a') = 0. Par conséquent, on a f o p = f. Comme f est un
morphisme et p est un morphisme surjectif, f est un morphisme. Il est clair que
la surjectivité de p implique 1'unicité de f. On conclut que p est universel. [0

Exemple 1.4.6. Soit A un anneau et a € A. Soit f: A[X] — A le morphisme
d’évaluation en a, c-a-d, f(P) = P(a), ot

P(a) = ana™ 4+ - -+ ara + ag

lorsque P = a, X" 4+ -+ a1 X +ag. Alors, f est un quotient de A[X] par 'idéal
(X — a). Effectivement, f est surjectif et on a (X — a) C ker(f). Pour montrer
I'inclusion ker(f) C (X — a) on utilise la division euclidienne dans A[X] par
un polynéme unitaire: Soit P € ker(f). Alors, il existe @, R € A[X] tels que
P=(X—-a)Q+ R ot deg(R) < deg(X —a) = 1. D’oll R € A et I’évaluation en
a donne 0 = P(a) = 0-Q(a) + R(a) = R, i.e., R=0et donc P € (X — a).

1.5 Localisation

La localisation d’un anneau A va permettre de considérer un anneau de frac-
tions ¢ ol a est un élément de A et s est un élément d’un sous-ensemble de
dénominateurs S de A. Pour que I’ensemble de tels fractions soit un anneau il

va falloir que S soit une partie multiplicative de A:

Définition 1.5.1. Soit A un anneau. Un sous-ensemble S de A est une partie
multiplicative lorsque S est stable pour produits finis. Autrement dit, 1 € S et
st € S pour tout s,t € S.

Exemple 1.5.2. 1. {1,10,102,...} C Z est une partie multiplicative.

2. Soit A un anneau et R C A ’ensemble des éléments réguliers. Alors, R est
une partie multiplicative de A.

Soit A un anneau et S C A une partie multiplicative. On définira ’anneau
de la localisation de A par S, noté par S~1A.
Tout d’abord, on définit sur A x S une relation ~ par

(a,s) ~ (b,t) <= IAr € S : rat = rbs.

Lemme 1.5.3. La relation ~ sur Uensemble A x S est une relation d’équiva-
lence.
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Démonstration. La reflexivité et le symétrie de ~ sont évidents. Pour la tran-
sitivité supposons que (a,s) ~ (b,t) et (b,t) ~ (c,r). Alors il existe u,v € S
tels que uat = ubs et vbr = wct. Multiplier la premiére équation par vr et la
deuxiéme par us et on obtient :

uvtra = uvrbs = uvtcs.
Comme uvt € S on a (a,s) ~ (¢, 7). O

Soit S~'A alors le quotient de A x S par la relation d’équivalence ~. La
classe d’équivalence d'un élément (a, s) de A x S sera notée par <. Observons
que 'on a ‘;—f = ¢ dans S~TA pourt € S.

Ensuite on définira deux lois internes binaires + et - sur S~'A. On se laisse

guider par la somme et le produit de deux fractions rationelles. Soient
a,pu: (Ax S)yx (AxS)—=S'A
les applications définies par

ol(@ ), 0,6 = L et p((as), (b)) = 2

st st

C’est un exercice de montrer que a((a, s), (b,t)) et u((a,s), (b,t)) ne dépendent
que des classes d’équivalence de (a, s) et (b,t). Les applications « et pu induisent
alors les lois internes attendues sur S™!A:

a b at + bs

+ a
24l = et —
s t st s

st

b ab
t

On vérifie sans peine que S~' A est un anneau. On a dans S~'A

De plus, on a une application
LA STMA
définie par +(a) = ¢. Il est clair que ¢ est un morphisme d’anneaux.

Définition 1.5.4. Soient A un ensemble et S C A une partie multiplicative. La
localisation de A par S est ’annean S~'A muni du morphisme 1: A - S~ A.
Parfois on appelle S~' A lui-méme la localisation de A par S.

Exemple 1.5.5. 1. Soit S le sous-ensemble de Z des entiers non nuls. Alors,

2 = 7 dans S=17 si et seulement si nt = ms. Par conséquent, S™'7 est

Panneau @, et le morphisme +: Z — S~'7Z est I'inclusion de Z dans Q.

2. Soit S = {1,10,10%,103,...} C Z. Alors, la localisation S~'7Z de Z par S
est isomorphe a ’anneau de décimaux 1.

Soit S C A une partie multiplicative et +: A — S~'A le morphisme de
localisation. Evidemment, les images d’éléments de S dans S™'A sont inver-
sibles. En fait, I’'anneau S~' A, ou plus précisément, le morphisme de localisation
t: A= S™VA est universel :

Propriété universelle de la localisation. Soit A un anneau et S C A une
partie multiplicative. Soit 1: A — S™'A le morphisme de localisation. Alors,
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1(s) est inversible dans S™' A quel que soit s € S et 1 est universel ayant cette
propriété, c-a-d, pour tout anneau B et pour tout morphisme d’anneauxr f: A —
B avec f(s) inversible quel que soit s € S, il existe un et un seul morphisme
d’anneauz f': ST'A — B rendant commutatif le diagramme suivant :

A—">5-14
v

IV

B

Démonstration. Soit g: A x S — B définie par g(a,s) = f(s)~!f(a). Lorsque
(a,s) ~ (b,t) dans A x S, il existe u € S tel que uat = ubs. On a alors
Fu)f(a)f(t) = f(u)f(d)f(s) dans B. Comme f(u), f(t) et f(s) sont inver-
sibles dans B, on a g(a,s) = f(s)"'f(a) = f(t)~*f(b) = g(b,t). Cela montre
que g induit une application f’ de S™'A dans B. On a alors f/(2) = f(s)~! f(a).
Il s’ensuit que f’ est un morphisme d’anneaux. De plus, on a f/ ot = f. Cela
montre D'existence de f’.

Pour montrer 1'unicité de f’, supposons que f”’ est aussi un morphisme de

S~1A dans B tel que f’ o+t = f. En particulier, on a (1) = f(s) = f’(f—l)

pour tout s € S. Comme { est inversible dans S~1A et son inverse est o
F/(5) = £ Dob (%) = FU)F() = F(9)F(2) = F(2) pour tout
2eS571A O

Comme pour les anneaux quotients, on ne veut pas favoriser la construction

de la localisation S™1A de A :

Définition 1.5.6. Soit A un anneau et S C A une partie multipicative. Soit
k: A — L un morphisme d’anneaux tel que k(s) soit inversible quel que soit
s € S. On appelle k une localisation de A par S lorsque pour tout anneau B
et pour tout morphisme f: A — B avec f(s) inversible quel que soit s € S,
il existe un et un seul morphisme d’anneaux f': L — B tel que le diagramme
suivant commute :

K

A——=1L

X;f

B

Comme pour les quotients, lorsque L est une localisation de A par S, L est
isomorphe 4 S™1A.
Grace a la localisation, on peut généraliser la construction de Q & partir

de Z:

Définition 1.5.7. Soit A un anneau. Soit R la partie multiplicative des élé-
ments réguliers A (Exercice 7). L’anneau total de fractions de A est I’anneau
R™1A, noté par Frac(A). Si A est intégre, Frac(A) est un corps, appelé le corps
de fractions de A.

Exemple 1.5.8. 1. Q = Frac(Z).

2. Soit K un corps. Le corps de fractions de K[X] est le corps des polynémes
rationnels, noté par K (X), i.e.,

K(X) = (5| P.Qe K[X]Q# 0}



1.5. LOCALISATION 19

Au lieu de localiser par la partie multiplicative de tous les éléments réguliers
on peut également localiser par une partie multiplicative engendré par un seul
élément, qu’il soit régulier ou non :

Définition 1.5.9. Soient A un anneau et s un élément de A. Soit S la plus

petite partie multiplicative de A contenant s, i.e., S = {1,s,s%,s3,...}. On

notera A, au lieu de S~'A. La localisation de A par s est ’annean A,, ou plus
a

précisément, I’anneau A, muni du morphisme ¢: A — A, défini par ¢(a) = ¢.

Exemple 1.5.10. Voir Exemple 1.5.5.2

Soit S C A une partie multiplicative et 7 C A un idéal de A. L’idéal de
S~1 A engendré par 'image de I dans S™1 A est noté par S~*I. On a

5_1]:{§|;13€I,SES}.

Bien que I ne soit pas un sous-ensemble de S™' A, on note ’idéal S~'I de S=1 A4
engendré par «(I) aussi par (ST1A)I ou bien par I(S™1A).

Proposition 1.5.11. Soit S C A une partie multiplicative et I C A un idéal
de A. Soit S limage de S dans le quotient A/I. Alors, S est une partie multi-
plicative et on a un isomorphisme

SHA/D) = (ST A) (ST,

Démonstration. 11 est clair que I'image S de S par le morphisme de passage au
quotient m: A — A/I est une partie multiplicative de A/ (voir Exercice 106).
Pour montrer I'isomorphisme en question on va utiliser la propriété universelle
du quotient : on construit un morphisme

pr STVA — SHA/)

et on montre qu’il est surjectif et que son noyau est égal & S~!I. D’aprés Propo-
sition 1.4.5, p est un quotient de S~*A par S~!'I. On en déduit I'isomorphisme
en question.

Soit ¢ le morphisme de localisation de A par S et 7 celui de A/I par S. Le
morphisme de passage au quotient 7: A — A/I envoie S dans S. Le morphisme
composé 7o 7 a donc la propriété que 7o m(s) est inversible quel que soit s € S.
D’aprés la propriété universelle de ¢, il existe un morphisme p de S~!'A dans

§_1(A/I) tel que le diagramme
A—7T— A/l
l =1 .
S=1 A4 p> S (A/[)

commute. En fait, on a p(%) = :Eg pour tout £ € S7'A. De ce fait, p est

surjectif. Effectivement, chaque élément de g_l(A/]) est de la forme r(j)’ et
est donc dans I'image de p.

De plus, le noyau de p est égal & S~ 1. En effet, il est clair de la description de
S™1I comme {Z |z € I,5 € S} que S7'I est contenu dans ker(p). Pour montrer
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l'autre inclusion, soit 2 € ker(p). Alors, y
I'image de S, il existe t € S tel que 7(¢)7(a) = 0 dans A/I. Donc ta € I, et
alors 22 € S~']. Commet € S5, 2 =1.1 ¢ g-1], O

1.6 Idéaux premiers et maximaux

Définition 1.6.1. Soit [ un idéal de ’anneau A. L’idéal I est premier lorsque
I’anneau quotient A/I est intégre. L’ensemble des idéaux premiers de A est le
spectre de A, noté par Spec(A).

Exemple 1.6.2. 1. Les idéaux nZ de Z sont premiers lorsque n est nul ou
premiers.

2. Les idéaux (P) C K[X], K un corps, sont premiers lorsque P est nul ou
irréductible.

3. Soient k,n € N, k < n, et soit K un corps. L’idéal (X1,...,Xy) dans
K[Xy,...,Xp] est premier, car le quotient K[X1,...,X,]/(X1,...,Xk)
est isomorphe & I’anneau integre K[Xg41,...,Xp].

Voici une caractérisation d’idéaux premiers :

Proposition 1.6.3. Soit I un idéal de l’anneau A. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

1. I est premier;
2. I # A etabel implique que a € I oub € I, quels que soient a,b € A;
3. A\I est une partie multiplicative de A.

Démonstration. 1 = 2: Soit I premier et soient a,b € A tels que ab € I. Alors,
leurs classes @ et b modulo T satisfont @-b = ab = 0 dans A/I. Comme T est
premier, A/T est intégre. En particulier, @ = 0 ou b = 0 dans A/I, c-a-d, a € I
oubel.

2 = 3: Supposons [ # A et a € I oub € I lorsque ab € I. Comme [ # A,
1 ¢ 1. De plus, si s,t € I, alors st ¢ I car sinon, on aura s € l out € I.

3 = 1: Supposons A\ est une partie multiplicative. Comme 1 ¢ I, I # A
et alors I’anneau A/ est non nul. Soient z,y € A/I tels que zy = 0. Il existe
a,b€ Atelsque@==xet b=y. Alors,ab=a-b=0. D’ot1, ab € I. Or A\I est
multiplicative, donc on ne peut avoir a € I et b & . Par conséquent, a € I ou
bel, cad, z=00uy=0. |

Définition 1.6.4. L’idéal I est mazimal lorsque I’anneau quotient est un corps.
L’ensemble des idéaux maximaux de A est le spectre marimal de A, noté par

Max(A).

Exemple 1.6.5. 1. Les 1déaux nZ de 7 sont maximaux lorsque n est pre-
mier.

2. Les idéaux (P) C K[X], K un corps, sont maximaux lorsque P est irré-

ductible.



1.6. IDEAUX PREMIERS ET MAXIMAUX 21

3. Soient k,n € N, k < n, et soit K un corps. L’idéal (X1,...,Xs) dans
K[X1,...,X,] est maximal si et seulement si k = n.

Evidemment, un idéal maximal est premier. La terminologie «idéal maximal»
est justifiée car un idéal est maximal si et seulement s’1l est maximal parmi les
idéaux différents de A:

Proposition 1.6.6. Soit A un anneau et I C A un idéal. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

1. I est mazimal;
2. I # A et pour tout a & I il existe b€ A tel queab—1€1;
3. I # A et pour tout idéal J de A avec I CJ #Aonald =1

Démonstration. 1 = 2: Soit I maximal. Comme A/T est un corps, A/ # 0,
i.e., I # A. De plus, lorsque a ¢ I, on a@ # 0 dans le corps A/I. D’oti I’existence
deye A/I tel que@-y = 1.1l existe b€ A tel que b=y. Alors,ab=a-b=1,
c-a-d, ab—1¢€ I.

2 = 3: Supposons que I # A et que pour a ¢ I il existe b € A tel que
ab—1 € I. Soit J C A un idéal contenant I et différent de A. S’il existe
a € J\I, il existe en particulier b € A tel que ab—1 € I car a ¢ I. Comme
a € J,on auraitab € Jetab—1 € J.D'ou 1l =ab—(ab—1) € J et alors J = A.
Contradiction, c-a-d, I = J.

3 = 1:Supposons que I # A et que I est maximal parmi les idéaux différent
de A. Cela veut dire qu’il n’y a que deux idéaux de A contenant I, a savoir I et
A. D’apres Exercice 68, ’ensemble des idéaux de A/I correspond bijectivement
a l’ensemble des idéaux de A contenant I. Par conséquent, I’anneau A/I a
exactement deux idéaux, il est donc un corps. O

Pour montrer I’existence d’idéaux maximaux, et donc aussi d’idéaux pre-
miers, dans un anneau quelconque on va utiliser le Lemme de Zorn, que 1'on
rappelle : Soit (F, <) un ensemble partiellement ordonné. Un élément z de E est
mazimal si y € E evec ¢ < y implique x = y. Un majorant d’un sous-ensemble
I de E est un élément x € E tel que y < & pour tout y € F. Une chaine dans
E est un sous-ensemble totalement ordonné de E.

Lemme de Zorn. Soit (E,<) un ensemble partiellement ordonné. Si chaque
chaine de E a un majorant, alors E a un élément maximal. O

Proposition 1.6.7. Soit A un anneau et I C A un idéal différent de A. Alors
il existe un idéal mazimal m de A contenant I.

Démonstration. Soit Z I’ensemble des idéaux de A contenant I et différent de A.
Alors, 7 est partiellement ordonné par I'inclusion. Montrons que chaque chaine
de 7 admet un majorant.

Soit C C Z une chaine de Z. Si C est vide, I est un majorant de C. On peut
donc supposer C non vide. La réunion

Je={zeAl|aiec:ze ]}

est alors un idéal de A différent de A, donc appartenant & Z. Visiblement, [ JC
est un majorant de C.
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D’apres le Lemme de Zorn, il existe un élément maximal m dans 7. D’aprés
Proposition 1.6.6, m est un idéal maximal de A. De plus m contient I car
me7T. |

Corollaire 1.6.8. Soit a € A. Si a & m pour tout idéal mazimal m de A, alors
a est inversible dans A.

Démonstration. Soit I = Aa1’idéal de A engendré par a. Comme a n’appartient
a aucun idéal maximal de A, I = A d’aprés Proposition 1.6.7. Cela implique
que 1 € I = Aa, i.e., 1l existe b € A tel que ab=1. O

Corollaire 1.6.9. Chaque anneau A est la réunion disjointe de son groupe mul-
tiplicatif A*, d’une part, et U'union de tous ses idéaur mazximauz, d’autre part,
e,

A=A"U U m et A*N( U m)=0. O

meEMax(A) meEMax(A)

Corollaire 1.6.10. Soit A un anneau non nul. Alors il existe un idéal mazimal

m de A.

Démonstration. Appliquer Proposition 1.6.7 &4 I’anneau A et a 1’idéal T = {0}.
O

Définition 1.6.11. Un anneau A est un anneau local si A n’a qu’un idéal
maximal m. Le corps A/m est le corps résiduel de A, noté par k(A).

Proposition 1.6.12. Un anneau A est local si et seulement si A a un idéal 1
tel que A\I = A*. Dans ce cas, I est l'unique idéal mazimal de A.

Démonstration. Lorsque A est local, soit I son unique idéal maximal. Evidem-
ment, A\I D A*. Pour montrer ’autre inclusion, soit a € A\I. Comme T est
I'unique idéal maximal, ¢ n’appartient & aucun idéal maximal. D’apres Corol-
laire 1.6.8, a est inversible, ce qui montre 'inclusion A\I C A*. D’ot A\I = A*.

Supposons que I C A est un idéal de A tel que A\ = A*. Montrons d’abord
que [ est maximal. Comme 1 € A*, 1 & I et donc I # A. De plus, lorsque a ¢ I,
a est inversible dans A, c-a-d, il existe b € A tel que ab = 1. En particulier,
ab—1 € I. D’aprées Proposition 1.6.6, I est maximal. Montrons que 7 est I’'unique
idéal maximal. Soit m C A un idéal maximal de A. On a alors m C [ car sinon,
il existe a € m\I. Comme a ¢ I, a serait inversible et donc m serait égal a A.
D’ou m C I. Mais m est maximal et [ # A, donc m = 1. O

L’exemple typique d’un anneau local est le suivant: Soit A un anneau et
p C A un idéal premier. D’aprés Proposition 1.6.3, le sous-ensemble A\p de A
est une partie multiplicative de A.

Définition 1.6.13. La localisation de A par A\p est la localisation de A en p,
notée par A,.

Proposition 1.6.14. Soit p un idéal premier de A. Alors, la localisation A, de
A en p est un anneau local. Son idéal marimal est ["idéal pA, engendré par p.
Le corps résiduel k(A,) de A, est isomorphe au corps de fractions du quotient

Alp.
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Démonstration. D’abord, I'idéal pA, n’est pas égal a A. En effet, si 1 appartenait
a pA,, il existerait z € p et s,t & p tel que ts = tx. Or tz € p, d’oli ts € p.
Comme p est premier, on a s € p ou bien ¢ € p. Contradiction. D’ou I # A, et
donc Ap\pA, 2 A7

Ensuite, on montre que chaque élément de A,\pA, est inversible dans A,.
Soit & € Ap\pA,. Comme £ & pA,, on a nécessairement a & p. D'ol1 2 € A, et

bien-sur 22 = 1. Par conséquent ¢ est inversible. Cela montre que A,\pA, C

A*.
g D’aprés Proposition 1.6.12, A, est un anneau local et son idéal maximal est
pAp.
Pour montrer ’assertion sur le corps résiduel de A,, soit S la partie mul-
tiplicative A\p de A. Soit S 'image de S dans le quotient A/p. En fait, S =
(A/p)\{0}. D’apres Proposition 1.5.11, on a que

k(Ap) = Ap/pAy = (S A)/(S™'p) = 5" (A/p) = Frac(A/p),

ce qui montre la proposition. O

1.7 Idéaux radicaux

Définition 1.7.1. Soit A un anneau. Un élément a de A est nilpotent s’il existe
un entier positif n tel que a” = 0. L’anneau A est réduit si 0 est le seul nilpotent

dans A.
Exemple 1.7.2. 1. Tout anneau integre est réduit.
2. Z/n7Z et réduit lorsque n est un produit de premiers différents.

3. Soit K un corps et n un entier, n > 1. Soit A le quotient K[X]/(X™). On
a X # 0 dans A tandis que X" = 0 dans A. Alors, 'anneau A n’est par
réduit.

On vérifie facilement que ’ensemble des nilpotents dans un anneau A est
un idéal. En effet, 0 est nilpotent. Lorsque z et y sont nilpotents, disons 2" =
y™ =0, alors

!
(z +y) = Z 7“4,! 'y =0
i+j=n+m
120,520
car soit i > n, soit j > m pour chaque terme de cette somme. Finalement,
si 2 est nilpotent, disons 2" = 0, alors (az)” = a"2" = 0 pour a € A. Par
conséquent, I’ensemble des éléments nilpotents est bien un idéal.

Définition 1.7.3. Soit A un anneau. L’idéal des nilpotents de A est le nilradical
de A, noté par Nil(A).

Exemple 1.7.4. 1. Soit n € N non nul. Soit n = []p;* sa décomposition
en facteurs premiers, i.e., ¢; > 0 et p; # p; lorsque ¢ # j. Le nilradical
Nil(Z /nZ) de V'anneau Z/nZ est I'idéal engendré par m = [] p;.

2. Soit A l'anneau K[X]/(X"). Le nilradical de A est I'idéal de A engen-
dré par X, i.e., Nil(4) = AX. Effectivement, X est nilpotent dans A,
d’ott I'inclusion Nil(4) D AX. Pour montrer I’autre inclusion, soit P € A
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nilpotent. Considérer son image par le passage au quotient A — A/AX.
Evidemment, I'image de P est nilpotent dans A/AX. Comme A/AX est
isomorphe & K, A/AX est un corps. Le seul élément nilpotent d’un corps
étant 0, 'image de P dans A/AX est nul,ie., P € AX.

Proposition 1.7.5. Soit A un anneau. Alors, Nil(A/Nil(A)) = 0, c-a-d, le seul
élément nilpotent du quotient A/Nil(A) est 0.

Démonstration. Soit a € A tel que @ soit nilpotent dans A/Nil(4). Alors il
existe un entier positif n tel que a” € Nil(A4). Or, a™ € Nil(A) veut dire qu’il
existe un entier positif m tel que 0 = (a”)™ = a™™. D’ol ¢ € Nil(A4), c-a-d,
a = 0 dans le quotient A/Nil(A). O

D’aprés la proposition précédente, le quotient A/Nil(A) est un anneau réduit.

Définition 1.7.6. Soit A un anneau. Le quotient A/Nil(A) est ’anneau réduit
associé a A, noté par Areq.

Exemple 1.7.7. (notation comme dans Exemple 1.7.4)
1. L’anneau réduit associé & Z/nZ est I’anneau Z /mZ.
2. L’anneau réduit associé a K[X]/(X") est le corps K.

Rappelons que le nilradical Nil(A) est I’ensemble de a € A tel qu’il existe
n € N avec a” = 0. Plus généralement définit-on pour un idéal I de A le radical
de I par

Rad(I) ={a € A|IneN:a" € T}.
Evidemment, on a Rad((0)) = Nil(A4).

Il s’ensuit de la définition du radical d’un idéal que ce radical est un idéal.
En effet, Rad(7) est égal & I'image réciproque du nilradical du quotient A/T par
le morphisme de passage au quotient. Par conséquent, Rad(7) est un idéal de A.

Définition 1.7.8. Soit I un idéal de A. Le radical de I est 'idéal Rad(I).
L’idéal I est un idéal radical si I = Rad([).

Exemple 1.7.9. (notation comme dans Exemple 1.7.4)
1. Le radical de I'idéal nZ de Z est 1'idéal mZ.
2. Le radical de Iidéal (X™) de K[X] est I'idéal (X).

3. Tout idéal premier est un idéal radical. Plus généralement, I’intersection
d’un ensemble d’idéaux premiers est un idéal radical.

Proposition 1.7.10. Soit I un idéal de A. Alors, le radical Rad(I) de I est
égal a lintersection de tous les idéaur premiers de A contenant I, i.e.,

Rad(I)= () P
PDI
PeSpec(A)
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Démonstration. L’inclusion C est évidente: Si z appartient & Rad(7) et P est
un idéal premier de A contenant 7, 2™ € I C P implique # € P car P est
premier.

Pour montrer I'inclusion O on montre que z ¢ Rad(I) implique qu’il existe
un idéal premier P de A contenant I tel que # ¢ P. En effet, soit S =
{1,z,22,...} la partie multiplicative engendrée par . Comme z ¢ Rad([),
SN Rad(I) = . D’aprés Exercice 124, il existe un idéal premier P de A conte-
nant I tel que SN P = (. En particulier, z & P. O

Corollaire 1.7.11. Soit A un anneau et a € A. Alors, l’ensemble des nilpotents
de A est égal a l'intersection de tous les idéaux premiers de A, i.e.,

Nil(4)= () P O
PeSpec(A)

Définition 1.7.12. Soit / un idéal de A. Un idéal J de A est un diviseur de I
lorsque J contient I, i.e., lorsque I C J. L’idéal J de A est un diviseur premier
de I lorsque J est premier et J est un diviseur de I. L’idéal J de A est un
diviseur premier minimal de I lorsque J est un diviseur premier de I et J est
minimal parmi les diviseurs premiers de I, i.e., pour tout idéal premier P de A
avec I C P C J,on a P = J. Un diviseur premier minimal de I’idéal (0) de A
est un idéal premier minimal de A.

Exemple 1.7.13. Soient m,n € Z. L'idéal mZ de Z est un diviseur de 1'idéal
nZ si et seulement si m est un diviseur de n. Lorsque n est non nul, I'idéal mZ
est un diviseur premier de nZ si et seulement si m est un premier divisant n.
Les diviseurs premiers de nZ sont tous minimaux.

Lemme 1.7.14. Soit I un idéal de A. Si P est un dwiseur premier de I, il
existe un diviseur premier minimal P’ de I contenu dans P.

Démonstration. Soit P ’ensemble des idéaux premiers contenant I et contenus
dans P. Alors, P est partiellement ordonné par la relation D. De plus, chaque
chaine C dans P admet un majorant. En effet, si C est vide, P est un majorant de
C. Si C est non vide, soit @ = (|P. Evidemment, @ est un idéal de A. Montrons
que @ est un idéal premier de A. Soit a,b € A tels que ab € ). Supposons a ¢ @
et b & Q. Alors il existe P’ € P tel que a ¢ P' et b ¢ P'. Or P’ est premier,
donc ab & P'. Comme @Q C P’ on a ab ¢ Q. Contradiction. Par conséquent, @
est premier. Visiblement @ contient I et est contenu dans P si bien que @ € P.
De plus, @ est un majorant de C car on a P’ O @ pour tout P’ € C. D’apres le
Lemme de Zorn, P a un élément maximal P’ pour 'ordre D, c-a-d, P’ est un
diviseur premier minimal de I. O

Corollaire 1.7.15. Soit I un idéal de A. Alors

Rad(I)= (] P
Pdiwv. premier

min. de I

En particulier, un idéal radical est égal a lintersection de ses diviseurs premiers
minimauz. |
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Proposition 1.7.16. Soient I; et I deur idéaur de A. Un idéal premier P de
A est un diviseur du produit Iy I5 si et seulement s’il en est un de Iy ou de I5.
En particulier, un idéal premier P de A est un diviseur premier minimal du
produit 1115 si et seulement s’il en est un de Iy ou de I5.

Démonstration. Evidemment, P D I1 I3 lorsque P D I ou P D I5. Réciproque-
ment, soit P D [1]. Supposons P 2 [;. Montrons que P D I5. Soit 29 € Is.
Comme P P I, il existe 1 € I1\P. On a alors z125 € I1 I, C P. comme P
est premier, ;1 € P ou 22 € P. Mais 21 ¢ P, d’ot 5 € P. Par conséquent,
PDI. O

Corollaire 1.7.17. Soient I, et Iy deur idéaux de A. Alors, le produit I I5 et
lintersection Iy NIy ont les mémes diviseurs premiers. En particulier, les idéaux
I1 I et Iy N Iy ont les mémes diviseurs premiers minimauz.

Démonstration. Comme I1Is C I; N 15, un diviseur premier de I1 N 15 est forcé-
ment un diviseur premier de I775. Réciproquement, soit P un diviseur premier
de I1I. D’apres Proposition 1.7.16, soit P est un diviseur premier de /7, soit il
est un diviseur premier de /5. Dans les deux cas, P est un diviseur de Iy N1,. 0O

Proposition 1.7.18. Soit A un anneau noetherien. Soit I un idéal de A. Alors,
il n’y a qu’un nombre fini de diviseurs premiers minimaur de 1.

Démonstration. Soit Z 1’ensemble des idéaux de A ne satisfaisant pas cette
condition de finitude. En raisonnant par 1’absurde on suppose que Z # . On
considére I’ordre de 'inclusion C sur Z. Comme A est noetherien, chaque chaine
dans 7 est stationnaire, donc admet en particulier un majorant. D’apres le
Lemme de Zorn, 7 a un élément maximal /. Comme [ n’est pas premier, il
existe ay,as € A tels que ajas € I, a1 &€ I et as € I. Soit Iy = I 4+ Aay et
Iy = I 4+ Aay. Alors I et I sont tous les deux strictement plus grand que 1.
Par conséquent, I et I ont tous les deux un nombre fini de diviseurs premiers
minimaux. On va montrer que I lui aussi a alors un nombre fini de diviseurs
premiers minimaux en montrant que tout diviseur premier minimal de 7 est soit
un diviseur premier minimal de [;, soit un diviseur premier minimal de I, ce
qui contredira le fait que 7 € 7.

Soit alors P un diviseur premier minimal de /. Comme 1l C I, P est
un diviseur premier du produit I; 5. D’apres Corollaire 1.7.17, P est alors un
diviseur premier de Iy N Is. Comme I C I1 N I5 et P est un diviseur premier
minimal de 7, il en est forcément un de Iy N I5. D’apres Corollaire 1.7.17, P
est alors un diviseur minimal de I; Is. D’apres Proposition 1.7.16, P est soit un
diviseur premier minimal de Iy, soit un diviseur premier minimal de I5. O

Corollaire 1.7.19. Un anneau noetherien n’a qu’un nombre fini d’idéauz pre-
miers minimauzr. O

1.8 Anneaux factoriels

Définition 1.8.1. Soit A un anneau intégre et a,b € A. On dit que a divise
b, ou a est un dwiseur de b s’il existe ¢ € A tel que ac = b. On le note par
alb. Deux éléments a,b € A sont associ€s s’il existe u € A* tel que ¢ = ub. Un
élément p € A, p # 0 et p & A*, est premier si plab implique que pla ou plb,
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quels que soient a,b € A. L’élément p € A, p # 0 et p & A*, est irréductible
lorsque tout diviseur de p est soit inversible, soit associé a p.

Evidemment, p € A, p # 0 est premier si et seulement si I’idéal (p) engendré
par p est premier.

Soit A un sous-anneau de B et soient a,b € A. Evidemment, si a divise b en
tant qu’éléments de A, alors a divise b en tant qu’éléments de B. Par contre, la
réciproque n’est pas valable en général : 2 divise 3 dans (Q, mais 2 ne divise pas
3 dans Z. De méme, si a et b sont associés dans A, ils le sont aussi dans B. Mais
la réciproque n’est pas vraie: 2 et 3 sont associés dans (@, mais ils ne le sont pas
dans Z.

Pour les éléments premiers ou irréductibles on n’a pas d’implications dans
aucun sens: X2 — 2 est irréductible dans Q[X], mais il ne ’est pas dans son
corps de fractions Q(X), et, le polynéme 2X? — 4 est irréductible dans Q[X],
mais il ne I’est pas dans le sous-anneau Z[X] de Q[X].

Proposition 1.8.2. Soit A un anneau intégre. Soient a,b € A. Alors, a et b
sont associés si et seulement si a et b se divisent.

Démonstration. Lorsque a et b sont associés, il existe u € A* tel que a = ub. En
particulier a divise b. Et comme b = u~'a, b divise a.

Pour montrer I’autre implication, on peut supposer que a est non nul. Lorsque
a et b se divisent, il existe ¢,d € A tels que ac = b et bd = a. Alors, acd = bd = a.
D’oli a(ed —1) = 0. Comme a # 0, ed = 1, i.e., ¢ et inversible et a et b sont alors
associés. O

Proposition 1.8.3. Soit A un anneau intégre. Alors, tout élément premier est
irréductible.

Démonstration. Soit p € A premier. Soit @ un diviseur de p. Alors, il existe
b € A tel que ab = p. En particulier, p|ab. Or p est premier, donc p|a ou p|b. Si
pla, p et a sont associés. Sinon, il existe ¢ € A tel que ep = b. D’ott acp = ab =p
et ac = 1, c-a-d, a est inversible. O

La réciproque a la proposition précédente n’est pas vraie en général :

Exemple 1.8.4. Soit A le sous-anneau Z[iv/5] de C. L'élément 2 € A est irré-
ductible. En effet, si a+ib\/5, a,b € Z, divise 2 dans A, sa norme a®+5b> divise
4 dans Z. D’ou b = 0 et a = +1,42. Par conséquent, 2 € A est irréductible.
Cependant, 2 divise 6 = (1 4+ iv/5)(1 — iv/5) dans A, mais ne divise aucun des
deux facteurs, c-a-d, 2 € Z[i/5] n’est pas premier.

Définition 1.8.5. Soit A un anneau intégre. Un systéme de représentants des
wrréductibles de A est un sous-ensemble P d’irréductibles de A tel que pour tout
p € A irréductible il existe un et un seul ¢ € P qui soit associé a p.

Exemple 1.8.6. 1. Le sous-ensemble de Z des premiers positifs est un sys-
téme de représentants des premiers de Z.

2. Le sous-ensemble de K[X] des polynomes irréductibles unitairs en est un
de K[X], ot K est un corps.

3. L’ensemble vide est un systéme de représentants des irréductibles d’un
corps.
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Définition 1.8.7. Soit A un anneau intégre. Soit P un systéme de représen-
tants des irréductibles de A. On appelle A factoriel lorsque tout élément a € A,
a # 0, g’écrive de fagon unique comme

a=u [ o
pEP

ol u = u(a) € A* et les v, = v,(a) € N sont presque tous nuls. Lorsque A est
factoriel, on appelle v, (a) la valuation p-adique de a, et u(a) Uinversible de a.

Exemple 1.8.8. 1. L’anneau 7Z est factoriel (voir Corollaire 1.8.13).
2. L’anneau K[X], K un corps, est factoriel (voir Corollaire 1.8.14).
3. Un corps est factoriel.

Soit A un anneau factoriel. On fixe un systeme P de représentants des ir-
réductibles de A. Soient a,b € A non nuls. D’apres la définition d’un anneau

factoriel,
a=u(a) - H U et b=u(b)- H pUr®),
pEP peP

On a que a divise b dans A si et seulement si v, (a) < vp(b) quel que soit p € P.
Il en résulte que I’on peut définir le pged et le ppcm dans un anneau factoriel.

Soient ai,...,a, € A non nuls. Définissons
ngd(al, o ;an) — H pinf{vp(al) |i=1,...,n}
pEP
et

ppem(ar, ... a,) = [ pmxteeledli=toon),
peEP
Observez que le pged et le ppcm dépendent du choix du systéme de repré-
sentants des irréductibles P.

Proposition 1.8.9. Soit A un anneau factoriel et p € A. Alors, p est premier
si et seulement si p est irréductible.

Démonstration. D’aprés Proposition 1.8.3, p est irréductible lorsque p est pre-
mier. Supposons donc p irréductible. Soient a,b € A tels que plab. On a alors
vp(ab) > 1. Comme vp(ab) = v,(a) + vp(b), on a vp(a) > 1 ou bien v,(b) > 1,
l.e., p divise a ou b. |

Proposition 1.8.10. Soit A un anneau intégre. Alors A est factoriel si
1. tout élément irréductible est premier, et
2. toute chaine croissante d’idéauz principauz est stationnaire.

Démonstration. Soit P un systéme de représentants des irréductibles de A. Mon-
trons que tout élément a € A, a # 0, s’écrit comme u [ p°». Soit S C A l'en-
semble des élément de A ne s’écrivant pas sous cette forme-la. Supposons que
S soit non vide. Considérer I’ensemble Z = {As|s € S} d’idéaux de A. L’en-
semble 7 est ordonné par l'inclusion. D’apreés 2, toute chaine dans Z a une borne
supérieure. D’aprés le Lemme de Zorn, Z a un élément maximal, c-a-d, il existe
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s € S tel que As soit maximal dans Z. Comme s appartient a S, s n’est pas
irréductible, i.e., s 8’écrit comme s189 o1 n1 s1 ni $9 n’est inversible. On a alors
As C Asy et As C Ass. Par conséquent, s1,s9 € S, i.e.,

- -

s1 =g Hpe" et 53 = uy HPfP;

et donc s = ujus Hpep'*'fp. Contradiction. Cela montre 'existence de 1’écriture
a = u[]p®». Pour en montrer 'unicité on utilise le fait que tout élément p € P
solt premier. O

Corollaire 1.8.11. Un anneau noetherien A est factoriel lorsque tout élément
irréductible de A est premuer. |

Corollaire 1.8.12. Un anneau principal est factoriel.

Démonstration. Soit A un anneau principal. Il suffit de montrer que tout élé-
ment irréductible de A est premier. Soit p € A alors irréductible, et soient
a,b € A tels que p divise ab. Supposons que p ne divise pas a. Considérer 1'idéal
(a,p) de A. Comme A est principal, il existe ¢ € A engendrant (a,p). En par-
ticulier, ¢ divise p. Or, p est irréductible. D’ou, ¢ est soit associé a p, soit ¢ est
inversible. Dans le premier cas, p divise a ce qui contredirait le fait que p ne
divise pas a. Par conséquent, ¢ est inversible. Du coup, (a,p) = A, i.e., il existe
z,y € A tels que za + yp = 1. On a alors, zab + ypb = b. Comme p divise ab, p
divise zab et ypb, et donc aussi leur somme qui est égale a b. O

Corollaire 1.8.13. L’annecau des entiers Z est factoriel. O

Corollaire 1.8.14. L’anneau K[X] des polynémes a coefficients dans un corps
K est factoriel. O

Le résultat principal de ce paragraphe c’est que I’anneau de polynomes A[X]
sur A est factoriel lorsque A 'est. Avant de montrer ce résultat, il nous faut
quelques définitions.

Définition 1.8.15. Soit A un anneau factoriel. Soit P € A[X]. Alors, le contenu
de P, noté par cont(P), est le pged de tous ses coefficients.

Lemme 1.8.16. Soit A un anneau factoriel, a € A et P € A[X]. Alors, u(a) -
cont(aP) = a - cont(P).

Démonstration. Soient a;, i = 0,...,n, les coefficients de P. Alors, u(a) -
cont(aP) = u(a) - pged(aasy, ... ,aa,) = a-pged(ai,...,an) = a-cont(P). O

Lemme 1.8.16 nous permet d’étendre la définition du contenu aux polynomes
a coefficients dans le corps de fractions K d’un anneau factoriel A: Soit P €
K[X].Soita € A, a # 0tel que aP € A[X]. Définissons le contenue cont(P) € K

de P par

cont(P) = u(a) - cont(aP)

On vérifie facilement que cette définition ne dépend pas de a en utilisant Lemme

1.8.16.

Lemme 1.8.17. Soit A un anneau factoriel, K son corps de fractions et P €
K[X]. Alors, P € A[X] si et seulement si cont(P) € A.
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Démonstration. Evidemment, P € A[X] implique que cont(P) € A. Récipro-
quement, supposons que cont(P) € A. Montrons que P € A[X]. Soit P =
an X" +---+a1 X +ag, a; € K. Soit a € A non nul tel que aP € A[X]. Soit b; =

aa;, i =0,...,n. Alors, le contenu de P est par définition u(a)pged(bg, ..., bs)/a.
Lorsque ce contenu appartient & A, on a que a divise pged(bg, ..., by), donc a
divise b;, quel que soit i. Par conséquent, a; = b;/a appartient & A, c-a-d, P est
dans A[X]. O

Lemme de Gauss. Soit A un anneau factoriel et K son corps de fractions.

Soient P, € K[X]. Alors,
cont(PQR) = cont(P) - cont(Q).

Démonstration. 1l suffit de montrer ’assertion pour P,@ € A[X]. De plus, on
peut supposer P et @ non nuls. Comme cont(P) divise tous les coefficients de
P, il existe P’ € A[X] tel que cont(P)- P’ = P. De méme, il existe Q' € A[X] tel
que cont(Q) Q' = Q. Evidemment, cont(P’) = cont(Q’) = 1. On va montrer que
cont(P'Q’) = 1 également. Soit P/ = ap X"+ -+ aget Q' = by X™ + -+ -+ bg.
Alors P'Q' = cpam X™T™ + ... + ¢, Ol

Cr = Z aibj.

i+j=k

Supposons qu’il existe p premier divisant tous les coefficients ¢ de P/Q’. Comme
P’ et @’ ont contenu égal a 1, il existe ig et jo tels que p fai, et p fbjs,. De plus,
on peut prendre ig et jo minimaux sous cette condition. Soit k = ig+ jo. Comme
p divise a; pour 7 < g et p divise b; pour j < jo, p divise a;b; pour i +j = k,
(4,7) # (io, jo). Mais p divise aussi ¢, donc p divise a; b;,. Or p est premier,
donc p divise a;, ou p divise bj,. Contradiction. On a alors cont(P'Q’) = 1 et

cont(PQ) = cont(cont(P) - P' - cont(Q) - Q') =
= cont(P) - cont(Q) - cont(P'Q’) =

d’aprés Lemme 1.8.16. |

Corollaire 1.8.18. Soit A un anneau factoriel et K son corps de fractions.
Soient P,Q € A[X]. Alors Q divise P dans A[X] lorsque Q divise P dans K[X]
et cont(Q) divise cont(P) dans A. O

Proposition 1.8.19. Soit A un anneau factoriel et K son corps de fractions.
Soit P € A[X] de degré strictement positif. Si P est irréductible dans A[X]
alors P est irréductible dans K[X].

Démonstration. Comme P est de degré strictment positif, P n’est ni nul ni
inversible dans K[X]. Soit @ € K[X] un diviseur de P dans K[X]. On veut
montrer que @ est soit inversible dans K[X], soit associé & P dans K[X]. On peut
alors supposer @) de contenu 1. En particulier, @ € A[X], d’aprés Lemme 1.8.17.
D’apres Corollaire 1.8.18, @ divise P dans A[X]. Or P est irréductible dans
A[X], donc @ est soit inversible dans A[X], soit associé & P dans A[X]. Dans le
premier cas, ) est nécessairement inversible dans K[X]. Dans le deuxiéme cas,
Q est forcément associé 4 P dans K[X]. O
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Théoréme 1.8.20. Soit A un anneau factoriel. Alors, 'anneau des polynémes
A[X] est factoriel.

Démonstration. Soit P € A[X] irréductible. Montrons qu’il est premier. Soient
F,G € A[X] tels que P divise FG. Distinguer deux cas: le cas deg(P) = 0 et le
cas deg(P) # 0.

Lorsque deg(P) = 0, P € A, P est irréductible dans A, et P divise cont(FG) =
cont(F)cont(G). Or A est factoriel, donc P est méme premier dans A. Alors,
P divise cont(F) ou bien P divise cont((G). En particulier, P divise F ou P
divise G.

Lorsque deg(P) # 0, P est irréductible dans K[X], d’aprés Proposition 1.8.19.
Comme K[X] est factoriel, P est premier dans K[X]. Par conséquent, P divise
F ou P divise G dans K[X]. Or P est irréductible dans A et deg(P) # 0, donc
le contenu de P est égal a 1. D’apres Corollaire 1.8.18, P divise alors F' ou P
divise G dans A[X].

Cela montre qu’un élément irréductible de A[X] est forcément premier. En-
suite, montrons que toute chaine croissante d’idéaux principaux de A[X] est
stationnaire.

Soient P; € A[X] tels que A[X]|P; C A[X]|P;+1. On en déduit deux chaines
d’idéaux principaux croissantes : la chaine

KIX]Py C K[X]P, C K[X]Py C -
dans K[X], et la chaine
Acont(Pg) C Acont(Py) C Acont(Py) C - --

dans A. Or, les anneaux A et K[X] sont factoriels donc ces deux suites sont
stationnaires. Par conséquent, il existe un entier n € N tel que

K[X|Puyx = K[X]|P, et Acont(P,yx) = Acont(Py)

quel que soit k € N. Montrons alors que A[X]P,4x = A[X]P, quel que soit
k eN,

Soit @ € A[X] dans A[X]P,+«. En particulier, @ € K[X]P, 4k et cont(Q) €
Acont(Ppyx). Comme K[X|Poyx = K[X]P, et Acont(P,4+x) = Acont(P,),
Q € K[X]P, et cont(Q) € Acont(P,). Autrement dit, P, divise @ dans K[X]
et cont(P,) divise cont(@)) dans A. D’aprés Corollaire 1.8.18, P, divise @ dans
A[X], ie, Q € A[X]P,. O

Corollaire 1.8.21. Soit A un anneau factoriel. Alors ’anneau de polynémes
A[Xy, ..., X,] est factoriel. En particulier, Z[X1,...,X,] et K[X1,...,X,],
K un corps, sont factoriels. O
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1.9 Exercices

81
1. Soit A un anneau. Montrer que
a. 0-a=a-0=0 pour tout a € A4;
b. a-(=b) = (—a) b= —(a-b) quels que soient a,b € A;
c. (—=1)-a = —a pour tout a € A.
2. Soit F un ensemble. Montrer que

a. E n’admet qu’'une seule structure d’anneau lorsque E est un singleton. On
a alors F = {0}. On l’appelle I’anneau nul, noté par 0;

b. F admet exactement 2 structures d’anneau lorsque F est un ensemble &
deux éléments (prenons F = {e, w} par exemple).

3. L’ensemble des entiers naturels N, muni de ’addition + et de la multiplica-
tion -, est-il un anneau?

4. a. Définissons sur 7Z les lois internes @, ®: Z X Z — Z par m®n = m+n
et m ®n = —mn. L'ensemble 7 avec les lois internes @ et ©® est-1l un
anneau?

b. Méme question pour les lois @ et @ sur Z définies par m@®dn =m+n+1
etmOn=mn+m-+n.

c. Les lois des a et b ainsi que les lois habituelles sur 7Z nous donnent trois
structures d’anneau différentes. Donner encore une autre structure d’an-
neau sur 7.

5. Soient A un anneau et [ et J des ensembles finis et disjoints. Soit
a: ITUJ — A une application. On notera a; au lieu de a(i). Montrer que

E ai:E ai+2 a;j et que Hai:Hai~HaJ—.
ieTug iel jed ieTug iel jeJ

6.* Déterminer 3,4 a et [[,ca\(0} @ Pour les anneaux finis A = Z/nZ,
n étant un entier non nul.

7. Soit A un anneau. Montrer que l’ensemble R des éléments réguliers de A
est une partie multiplicative, c-a-d, 1 € R, et r, s € R implique rs € R.

8. a. Montrer que dans un anneau fini tous les éléments réguliers sont in-
versibles.

b. Montrer qu’un anneau fini integre est un corps.
9. Montrer que Z* = {—1,1}.

10.* Déterminer le groupe multiplicatif de I’anneau Z /p"Z, ol p est premier et

n€N, n#0.
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11. Soit A un anneau et a € A inversible. Montrer que —a est alors inversible
et (—a)™! = —a"t.

12. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Montrer que
a. £(0) = 0;
b. f(—a) = —f(a) quel que soit a € A;
c. f(a) est inversible si @ € A lest, et f(a)™t = f(a™?).

13. Soient A et B deux anneaux et f: A — B une application satisfaisant les
conditions M1 et M2.

a. Est-ce que f est nécessairement un morphisme d’anneaux?

b. Montrer que f est un morphisme d’anneaux si I'image f(A) de f contient
un élément régulier.

14. Montrer qu’il n’y a pas de morphismes d’anneaux
a. de C dans R;
b. de R dans Q;
c. de @ dans Z;
d. de Z/nZ dans Z quel que soit n > 0.

15. Montrer qu’il existe un morphisme d’anneaux de Z/nZ dans Z/mZ si et
seulement si m divise n. Montrer que s’il existe, il est unique.

16. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Soient / un ensemble fini et
a: I — A une application. Montrer que

FO-a) =Y flai) etque f(J]a)=]]f(a)
1€l ied ied ied
17. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.

a. Montrer que f(A*) C B* et que la restriction fi4+ de f & A* est un
morphisme de groupes de A* dans B*. Cette restriction est notée par f*.

b. A-t-on f*(A*) = B*? Méme question lorsque f est surjectif.

18. Soit A un corps et B un anneau non nul. Montrer qu'un morphisme d’an-
neaux f: A — B est nécessairement injectif.

19. Soit A un anneau. Rappelons qu’il existe un unique morphisme d’anneaux
fa de Z dans A d’aprés Proposition 1.1.12. Dans cet exercice on notera I'image
fa(n) d’un entier n par ny.

Soient A et B des anneaux. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Mon-
trer que f(na) = np quel que soit n € Z.

20. (Propriété universelle de I’anneau de polynémes) Soit f: A — B
un morphisme d’anneaux.

a. Soit b un élément de B. Montrer qu’il existe un unique morphisme d’an-
neaux F': A[X] — B tel que Fjq = f et I'(X) =b.
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b. Soit n € N. Soient by,...,b, € B. Montrer qu’il existe un unique mor-
phisme d’anneaux F': A[Xy,..., X,] = B tel que Fju = f et F(X;) =b;
pour:=1,... n.

21. a. Soit A un anneau. Montrer qu’il y a une bijection entre A et 1’en-
semble des morphismes d’anneaux de Z[X] dans A.

b. Soit A I’anneau Z[X]. Pour un polynéme P € Z[X],soit fp: Z[X] = Z[X]
le morphisme d’anneaux correspondant selon le a.

Soient P, Q € Z[X]. Trouver R € Z[X] tel que fr = fg o fp.

22. Soit A un anneau. Lorsque P = Zf:o ¢; X" est un polynéme en X & coef-
ficients dans A, et a est un élément de A, on défini P(a) € A par

P(a) = Z c;at.

Ensuite, on définit par récurrence P(a) € A pour P € A[Xy,...,X,] et a =
(a1, ...,ay) € A”: P(a) = (P(an))(ay, ... ,an-1).

a. Soit a € A Montrer que ’application d’évaluation en a
evy: A[X] — A

définie par ev,(P) = P(a) est un morphisme d’anneaux. On dit que a € A
est une racine du polynéme P lorsque ev,(P) = P(a) = 0.

b. Soit a = (a1, ... ,a,) € A". Montrer que ’application d’évaluation
evg: A[Xq, ..., Xn] — A
définie par ev,(P) = P(a) est un morphisme d’anneaux.

23. Soient A, B et C des anneaux. Soient f: A — B et g: B — C des appli-
cations.

a. Supposons que g est un morphisme d’anneaux injectif. Montrer que f est
un morphisme si et seulement si g o f en est un.

b. Supposons que f est un morphisme d’anneaux surjectif. Montrer que ¢ est
un morphisme d’anneaux si et seulement si g o f en est un.

24. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Montrer que f est un isomor-
phisme si et seulement si f est bijectif.

25. a. Soient A et B des anneaux. Définissons sur le produit A x B une
addition + et une multiplication - par (a,b) + (a/,b') = (a + a', b+ V') et
(a,b) - (a',b") = (ad’,bb"). Montrer que A x B est un anneau.

b. Montrer que les deux projections p: A x B — A et ¢: A x B — B définies
par p(a,b) = a et ¢(a,b) = b sont des morphismes d’anneaux.
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c. Montrer que A x B muni de ses deux projections p et ¢ satisfait la propriété
universelle suivante: pour tout anneau C et pour tous les morphismes
f:C —> Aet g: C — B, il existe un et un seul morphisme h: C' -+ A x B
faisant commutatif le diagramme suivant :

A
f
/
C o > A x B
\\
g
B

Comme h est uniquement déterminé par f et g, on le notera par (f, g).
d. Montrer que (4 x B)* = A* x B*.
e. Est-ce que le produit A x B est intégre lorsque A et B sont intégres?
f. Est-ce que le produit A x B est un corps lorsque A et B sont des corps?

26. Soient X un ensemble et (A, +, ) un anneau. L’ensemble des applications
de X dans A sera noté par AX.

a. Définissons pour deux applications f et ¢ de X dans A leur somme f +
g: X = Avpar (f+9)(x) = f(z) + g(z) pour tout z € X. Définissons
également leur produit f-g: X — A par (f-g)(z) = f(z) -g(z) pour tout
z € X. Montrer que AX est un anneau.

b. Soit # € X. Soit evy: AX — A Dapplication d’évaluation en z, i.e.,
evy(f) = f(z). Montrer que ev, est un morphisme d’anneaux.

c. Montrer que (AX)* = (A%)X.

27. Soit A;, i € I, une famille d’anneaux. Définissons sur le produit A =
Hie] A; deux lois internes + et - par

(ai)ier + (bi)ier = (ai +bi)ier et (ai)ier - (bi)ier = (aibi)ier.
Soit p;: A — A; la projection sur le i-ieme facteur, ¢ € I. Montrer que
a. A est un anneau;
b. p; est un morphisme d’anneaux;

c. Yanneau A muni des morphismes p;, ¢ € I, est universel, i.e., montrer que
pour tout anneau B et pour tous les morphismes ¢;: B — A;, ¢ € I, il
existe un et un seul morphisme f: B — A tel que pjo f =¢;,1 € [;

d. A* =[] Ax.

28.* Soit A un anneau. Montrer qu’il existe un et un seul morphisme d’anneaux

de Z dans A.

29. Montrer que la relation d’isomorphie est une relation d’équivalence.
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30. Soient A et B deux anneaux isomorphes. Montrer que
a. B est intégre lorsque A Dest;
b. B est un corps lorsque A l'est ;
c. les groupes multiplicatifs A* et B* sont isomorphes.

31. Soit A un anneau. Montrer que A est isomorphe a I’anneau nul si et seule-
ment s1 0 = 1 dans A.

32. Soit A un anneau. Montrer que
a. A est isomorphe a ’anneau nul lorsque A n’a qu’un seul élément ;
b. A est isomorphe & Z /27 lorsque A a exactement 2 éléments ;
c. A est isomorphe & Z/3Z lorsque A a exactement 3 éléments.
Analyser les cas de 4, 5, 6 et 7 éléments.
33. Soient A un anneau, £ un ensemble et ¢: F — A une bijection.

a. Montrer que ’ensemble £ admet une et une seule structure d’anneau telle
que @ soit un morphisme d’anneaux. C’est la structure d’anneau sur
obtenue par transport de structure.

b. Montrer que chaque ensemble fini non vide admet une structure d’anneau.

c. Expliquer comment trouver des structures d’anneau exotiques sur Z telles
que celles d’Exercice 4.

34. Soit F un ensemble a n éléments, n étant un entier positif. Montrer que

I’ensemble E admet exactement n! structures d’anneaux différentes isomorphe
a Z/nZ.

35.* a. Combien y a-t-il de lois multiplicatives faisant du groupe abélien
(Z,+) un anneaux?

b. Méme question pour les groupes abéliens Z/nZ, n un entier non nul.
c. Méme question pour le groupe abélien Q/Z.

36.*% Dans cet exercice on considére des anneaux non nécessairement unitaires.
Un morphisme de tels anneaux est une application satisfaisant les conditions
M1 et M2. Soit A un anneau (pas forcément unitaire). Montrer qu’il existe un
anneau unitaire U(A) et un morphisme d’anneaux non unitaires i: A — U(A)
étant universel, c-a-d, pour tout anneau unitair B et tout morphisme d’anneaux
non unitaires f: A — B, il existe un et un seul morphisme d’anneaux g: U(A) —
B tel que le diagramme suivant commute :
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37.*% Soit S un ensemble muni de deux lois internes + et -. On appelle S un semi-
anneau si (S, +, ) satisfait toutes les conditions d’anneau sauf I’existence d’un
opposé (A3). Un morphisme de semi-anneau est une application f satisfaisant
hormi les conditions M1, M2, M3, la condition f(0) = 0.

a. Soit S un semi-anneau. Montrer qu’il existe un anneau A(S) et un mor-
phisme de semi-anneaux ¢: S — A(S) qui satisfont la propriété universelle
suivante : pour tout anneau B et pour tout morphisme de semi-anneaux
f: S — B il existe un et un seul morphisme d’anneaux f': A(S) - B
rendant le diagramme suivant commutatif:

S— A(_S)
¥

N

B

Comme application on va montrer que pour tout anneau A, il existe un
et un seul morphisme d’anneaux de Z dans A.

b. Montrer que N est un semi-anneau.

c. Soit S un semi-anneau. Montrer qu’il existe un et un seul morphisme de
semi-anneaux de N dans S.

d. Montrer que I’anneau A(N) est isomorphe & Z.

e. Conclure.

§2
38. Le sous-ensemble {—1,0, 1} de 7Z est-il un sous-anneau?

39. Soit A un anneau. Montrer que A est un sous-anneau de I’anneau A[X].

40. Est-ce que A x {0} est un sous-anneau de A? = A x A? Méme question
pour la diagonale A = {(a,a)|a € A}.

41. Soit A un anneau. Supposons que B C A est un sous-ensemble tel que les
lois internes de A induisent des lois internes sur B de fagon & ce que B soit un
anneau. Est-ce que B est nécessairement un sous-anneau de A7

42. Si A est un sous-anneau de ’anneau B, I'inclusion i: A — B est un mor-
phisme d’anneaux.

43. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Montrer que
a. f(C) est un sous-anneau de B lorsque C est un sous-anneau de A;
b. I'image f(A) de f est un sous-anneau de B.

44. La réunion de deux sous-anneaux est-elle un sous-anneau?

45. Soit X un espace topologique. Montrer que I’ensemble C'(X,R) des fonc-
tions réelles continues sur X est un sous-anneau de ’anneau de toutes les fonc-
tions réelles RX sur X.
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46. a. Soit A un anneau et f: Z — A 'unique morphisme d’anneaux de Z
dans A. Montrer que I'image f(Z) de f est le plus petit sous-anneau de
A.

b. Déterminer le plus petit sous-anneau des anneaux C, Z/nZ et Z/nZ x
Z/mZ.

47. Soit A un sous-anneau de ’anneau B. Soit s € B. Le plus petit sous-
anneau A[s] de B contenant AU {s} est-il isomorphe & I’anneau de polynémes

A[X]?

48. Soit d un entier positif. Montrer qu’il n’y a pas de morphismes d’anneaux
du sous-anneaux Z[iv/d] de C dans Z.

49. Soit d un entier positif qui n’est pas un carré. Montrer qu’il n’y a pas de
morphismes d’anneaux du sous-anneaux Z[v/d] de R dans Z.

50. Soit d un entier positif. Montrer que le sous-anneau Q[iv/d] de C est un
corps. Méme question pour le sous-anneau Q[\/E] de C.

51.* Soit A un anneau et K C A un sous-anneau. Supposons que K est en plus
un corps. Montrer que

a. la restriction a K x A de la loi interne multiplicative -: A x A — A est
une structure de K-espace vectoriel sur A ;

b. tout élément régulier de A est inversible lorsque A est de dimension finie
en tant que K-espace vectoriel ;

c. A est un corps lorsque A est intégre et de dimension finie en tant que
K-espace vectoriel ;

52. Soient B un anneaux et A un sous-anneau de B. Soit S C B un sous-
ensemble. Montrer que le plus petit sous-anneau A[S] de B contenant AU S est
égal au sous-ensemble

{Zfli : H sijlai € A,;si; €8S, et I,J; ﬁnis}.
iel J€Ji
53. Existe-t-il s € C tel que Q[v2,v3] = Q[s]?

54. Soient A, B et C' des anneaux. Soient f: B — A et g: C — A des mor-
phismes d’anneaux. On définit le produit fibré de B et C' sur A par

BxaC={(bc)eBxClf(b) =g(c)}.
a. Montrer que B x 4 C' est un sous-anneau du produit B x C.

b. Soient p: B x4 C — B et q: B x4 C — C les applications définies par
p(b,c) = b et q(b,c) = c. Montrer que p et ¢ sont des morphismes d’an-
neaux.

c. Montrer que B x4 C' muni de ses projections p et g est universel d’ayant
la propriété que fop = goq, c-a-d, pour tout anneau D et pour tous les
morphismes d’anneaux h: D — B et k: D — C tels que foh = gok,
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il existe un et un seul morphisme d’anneaux I: D — B x4 C tel que le
diagramme suivant commute:

N

D e > BXAC

%

55. Soit A un anneau unitair, non forcément commutatif.

a. Montrer que le centre Z(A) = {a € A|Vb € A: ab = ba} est un sous-
anneau unitair commutatif de A.

b. Montrer qu’il existe un unique morphisme d’anneau de 7Z dans A.

§3

56. Soit I un idéal de 'anneau A. Montrer 1’équivalence des conditions sui-
vantes :

a. I = A;
b. 1e1;
c. INA*#0.

57. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Montrer que le noyau ker(f) est
un idéal de A.

58. Soit Z une famille d’idéaux de A. Montrer que I'intersection (Z est un
idéal de A. En déduire, étant donné un sous ensemble S C A, 'existence du
plus petit idéal de A contenant S.

59. Soit A un anneau tel que A[X] soit noetherien. Montrer que A est noethe-
rien.

60. Un sous-anneau d’un anneau noetherien, est-il forcément noetherien?
61. Soient A et B deux anneaux. Montrer que

a. I x J est un idéal de A x B lorsque I est un idéal de A et J en est un de
B;

b. pour tout idéal K de A x B il existe des idéaux I de A et J de B tels que
K=1IxJ;

c. tout idéal de A x B est principal lorsque tous les idéaux de A et B le sont ;
d. A x B est noetherien si et seulement si A et B le sont.

62. Soit A un anneau intégre et soient a et b deux éléments de A. Rappelons
que a et b sont associés s’il existe u € A* tel que a = ub. Montrer que les idéaux
Aa et Ab de A sont égaux si et seulement si a et b sont associés.
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63. L’idéal (ni,...,ng) engendré par ny,...,n; € Z est égal & I'idéal de Z
engendré par le pged de nq, ..., ng.

64. Soient I et J des idéaux de A. Soient ay,...,a, et by, ..., b, des éléments
de A. Montrer que

a. la somme
I+J={x+ylzclyeJ}
est un idéal de A ;
b. I+ 1 =1, plus généralement, I + J = J lorsque I C J;
c. (@1, ... an)+ (b1, bm) = (a1,... ,an,b1,... ,bm);
d. le produit .
I-T={> wiyilei€1,yi € J,n €N}

i=1

est un idéal de A ;
e. (ar1,...,an) - (b1,... b)) =(asb;li=1,... ,netj=1,...,m);
65. Soient I et J des idéaux de A.
a. Montrer que INJ D 1-.J.
b. Montrer par un exemple que I N J n’est pas forcément égal 4 I - J.

c. Montrer que I NJ =T -.J lorsque I est J sont étrangers. (Rappelons que
deux idéaux I et J de A sont étrangers si I +.J = A.)

d. Généraliser & un nombre fini d’idéaux de A deux a deux étrangers.
66. Soit A un anneau. Soient I, J, K des idéaux de A. Montrer que

a. I et J- K sont étrangers lorsque I +J = Aet [+ K = A;

b. I et JN K sont étrangers lorsque I +J = Aet I+ K = A;

c. I™ et J" sont étrangers lorsque I + J = A, ou m,n € N.
67. Soit A un anneau non nul.

a. Montrer que 0 et A sont les seuls idéaux de A lorsque A est un corps;

b. Remontrer exercice 18.

c. Montrer qu’un corps est noetherien.

d. Montrer que A est un corps lorsque 0 et A sont les seuls idéaux de A.

68. Désignons par Id(A) I'ensemble des idéaux de I’anneau A. Soit f: A — B
un morphisme d’anneaux.

a. Soit I C A un idéal. L’image directe f(I) est-elle un idéal de B?

b. Soit J C B un idéal. Montrer que I'image réciproque f~1(J) est un idéal
de A. On a alors une application induite, notée par Id(f), de I’ensemble

Id(B) des idéaux de B dans I’ensemble Id(A) des idéaux de A.
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. Soient J et J' des idéaux de B. Montrer que f~1(J - J) = (f~4(J)) -

(f=HT")-
. Soient J et J' des idéaux de B. Montrer que f~1(J + J') = (f~1(J)) +

(f=HI).

. Soit I C A un idéal. Montrer que f(I) est un idéal de B lorsque f est
surjectif.

f. Supposeons encore que f est surjectif. Soit S C A un sous-ensemble. Mon-

69.
Xl;

On

trer que f((S)) = (f(9)).
. Soit I C A un idéal. Montrer que f=1(f(I)) = I + ker(f).

. Montrer que ’application Id(f) est injective et que son image est ’en-
semble des idéaux de A contenant ker(f), lorsque f est surjectif.

. Déterminer tous les idéaux de ’anneau Z/nZ.

Soit K un corps. Soit S C K[X4,...,X,] un ensemble de polynomes en
..., X, a coefficients dans K. Soit

Z(S) ={(a1,...,a,) € K" |VP €S : P(ay,...,a,) =0}.

appelle 7(S) Uensemble de zéros de S. Un sous-ensemble X de K™ est un

ensemble algébrique s’ existe un sous-ensemble S de K[X71,...,X,] tel que
X = Z(S). Montrer que

a

oL

. I'ensemble des zéros de S est égal a I’ensemble des zéros de I'idéal engendré

par S, i.e., Z(S) = Z((9)) ;

. pour tout ensemble algébrique X de K" il existe un nombre fini de poly-
némes Py, ..., Py, € K[X1,...,X,] tels que

X=2(Py,...,Pn);

. lorsque I C J sont des idéaux de K[X1,...,X,],ona Z(I) D Z(J);

. pour tout (as,...,a,) € K" et toutidéal I de K[X1,...,X,],on (a1,...,an) €
Z(I) si et seulement si I C (X1 —ayg, ..., Xp — ap).

§4

70. Soit A un anneau. Déterminer le plus petit et le plus grand idéal de A, I
et I, respectivement. Déterminer les quotients correspondants.

71.
a

b

C.

72.

Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Montrer que
. le morphisme induit f: A/ ker(f) — B est injectif;
. f est un isomorphisme lorsque f est surjectif ;

il existe un morphisme d’anneaux surjectif ¢ et un morphisme d’anneaux
injectif h tels que f = hog.

Montrer que chaque idéal est le noyau d’un morphisme d’anneaux.



42 CHAPITRE 1. ANNEAUX
73. a. Soit A un anneau et I C A un idéal. Montrer que A/I est noetherien
si A lest.

b. Soit A un anneau et I C A[X1,...,X,] un idéal. Montrer que le quotient
A[Xy, ..., X,]/I est noetherien si A 'est.

74. a. Soit A un anneau dont chaque idéal est principal. Montrer que chaque
idéal du quotient A/I est principal, quel que soit I’idéal I C A.

b. Est-ce que I’anneau A/I est principal si A D'est?

75. Soit A un anneau et ¢ € A. Montrer que le morphisme ev,: A[X] — A
d’évaluation en a est un quotient de A[X] par I'idéal (X — a).

76. Soit A et B des anneaux. Soit p: A x B = A la projection p(a,b) = a.
Montrer que {0} x B est un idéal de A x B et que p est un quotient de A x B
par {0} x B.

77. Montrer qu’il n’y a pas d’anneaux A ayant un élément a # 1 tel que a® = 1
et a® = 1.

78. Soit A un anneau et P € A[X] un polynome. Soit B le quotient A[T]/(P(T))
et f: A — B le morphisme canonique.

a. Montrer par un exemple que f n’est pas nécessairement injectif.
b. Montrer que f est injectif si P est unitaire et de degré positif.

c. Soit F': A[X] — B[X] I'unique morphisme tel que F|4 = f et F'(X) = X,
Montrer que I'image F(P) de P a une racine dans B.

d. Lorsque f est injectif on peut considérer A comme sous-anneau de B.
Montrer que P considéré comme polynome & coefficients dans B, a une
racine dans B.

e. Montrer que f est injectif lorsque P est unitaire de degré strictement
positif.

f. Montrer que A est un sous-anneau d’un anneau B dans lequel ont une
racine tous les polynomes unitaires a coefficients dans A et de degré stric-
tement positif.

g. Soit P un polynome unitaire de degré supérieur a 1. Soit n un entier non
négatif. Montrer qu’il existe un anneau C' contenant A comme sous-anneau
dans lequel P a au moins n racines différentes.

79. Soit A un anneau. Déterminer un systéme de représentants pour les quo-
tients suivants:

a. A[X,Y]/(Y — P), ot P € A[X];
b. A[X,Y]/(X24+Y2-1);
c. A[X,Y]/(XY —1);
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80. Soit d un entier positif.

a. Montrer que le sous-anneau Q[iv/d] de C est isomorphe au quotient Q[X]/(X 2+
d). Est-ce que I'isomorphisme est unique?

b. Montrer que le sous-anneau Z[iv/d] de C est isomorphe au quotient Z[X]/(X >+
d). Est-ce que I'isomorphisme est unique?

81. Soit d un entier positif et un non carré.

a. Montrer que le sous-anneau Q[v/d] de R est isomorphe au quotient Q[X]/(X2—
d). Est-ce que I'isomorphisme est unique?

b. Montrer que le sous-anneau Z[v/d] de R est isomorphe au quotient Z[X]/(X?—
d). Est-ce que I'isomorphisme est unique?

82. Soit A le quotient Z[X] par I'idéal engendré par X" — 1. Soit k£ € N. Soit
fr: Z[X] = Z[X] le morphisme défini par fx(P) = P(X*).

a. Montrer que f induit un endomorphisme @ de A.

b. Montrer que ¢ est un automorphisme lorsque k et n sont premiers entre
eux.

83. Soit m: A — A/I le quotient de I'anneau A par 'idéal I. Montrer que 7
est surjectif en n’utilisant que la propriété universelle du quotient.

84. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Soit I un idéal de A, et J un
idéal de B.

a. Montrer que f(I) C J si et seulement s’il existe un morphisme d’anneaux

f: A/T — B/J faisant commuter le diagramme suivant :

A——>B

J e

AT . B/J
b. Montrer que le noyau de f est alors égal & I’image de 1'idéal I + ker(f)
dans A/I.

85.% (Théoréme Chinois) Soient I et J des idéaux de A. Soient 7 et p les
morphismes de passage au quotient correspondant.

a. Montrer que le morphisme (m, p): A = A/Ix A/J induit un isomorphisme
y: AJ(INJ)—= A/I x A/ J lorsque I et J sont étrangers.

b. Montrer que (7, p) induit un isomorphisme d: A/IJ — A/Ix A/J lorsque
I et J sont étrangers.

c. Montrer les réciproques a a. et b.
d. Généraliser & un nombre fini d’idéaux de A qui sont deux & deux étrangers.

86.% Montrer que Q[X]/(X? — 1) est isomorphe & Q2% Est-ce que le quotient
Z[X]/(X? — 1) est isomorphe & Z2?
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87. Soit A un anneau et soient I et J des idéaux de A tels que I C .J. Montrer
que

a. l'image directe de J dans A/I est un idéal de A/I (on notera par la suite
cet idéal par J/I);

b. le quotient (A/I)/(J/I) de A/I par J/I est isomorphe & A/J.

88. Soit 7 un idéal de A. Considérons A comme sous-anneau de I’anneau A[X]
des polynémes en X & coefficients dans A. Soit I[X] I'idéal de A[X] engendré
par I dans A[X]. Montrer que

a. IIX]1={>" ,aiX'|a; € I,n € N};
b. AX]/I[X] = (A/D)[X].
89. Déterminer le quotient Z[X]/(X?%— 5, p) pour p = 2,3 et 5.
90. Déterminer le quotient R[X,Y]/(Y? — X, X — z) pour z = —1,0 et 1.

91. Soit A un anneau et f: Z — A 'unique morphisme d’anneaux de Z dans
A. Comme Z est principal, le noyau de f est engendré par un entier non né-
gatif uniquement déterminé. On appelle cet unique entier la caractéristique de
I’anneau A, notée par car(A). Montrer que

a. on a na = 0 quel que soit ¢ € A, ot n = car(4);

b. si n est un entier non négatif, alors il existe un anneau de caractéristique
n;

c. le plus petit sous-anneau de A est isomorphe & Z/nZ, ou n = car(A) ;

h. Si n € N divise car(A), alors car(4/nA) = n.

92.*%  a. Soit A un anneau de caractéristique n # 0. Soit n = []_, p}* sa
décomposition en facteurs premiers. En particulier, e; > 0 et p; # p; si
i # j. Montrer qu’il existe des anneaux A;, i = 1,... g, tels que A soit

isomorphe au produit [] A; et que A; soit de caractéristique pj*.

b. Soit n un entier dont la décomposition en facteurs premiers est Hle Di.
Montrer que chaque anneau a n éléments est isomorphe a

ZIpZ % X L[pgZ.

c. Est-ce qu’un anneau & p? éléments, p premier, est forcément isomorphe &
7|p*Z.?
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93.* Soit A un anneau (pas forcément commutatif). Montrer qu’il existe un
anneau commutatif C'(A) et un morphisme d’anneau p: A — C(A) étant uni-
versel, 1.e., pour tout anneau commutatif B et pour tout morphisme d’anneaux
f: A — B il existe un et un seul morphisme d’anneaux g: C(A) — B tel que le
diagramme suivant commute :

94. Soit X., e € E une famille d’indeterminés. Soit Z[X.|e € E] anneau
de polynomes en les déterminés X. & coefficients entiers. Soit A un anneau
quelconque. Montrer qu’il existe un ensemble F et un idéal I de ’anneau de
polynomes Z[X, | e € E] tels que A soit isomorphe au quotient Z[X.|e € E]/I.

85

95. Soit d un entier postif. Montrer que Q[l\/g] est le corps de fractions de
Z[iv/d] et que Q[vd] est le corps de fractions de Z[V/d].

96. Soient A un anneau et S C A une partie multiplicative. Donner une condi-
tion nécessaire et suffisante sur S pour que la localisation 1: A — S~ A soit
injective.

97. Soient A un anneau et S C A une partie multiplicative. Déterminer S~1' A
si 0 € S. Déterminer S~1A lorsque S = {1}. Plus généralement, déterminer
S—1A lorsque S C A*.

98. Soit A un anneau et S C A une partie multiplicative telle que 0 & S.
Montrer que

a. la localisation S~ A est intégre si A Dest;
b. I'idéal S™1I est principal lorsque I I'est ;
c. Panneau S™'A est principal lorsque A ’est.

99. Soit A un anneau et S C A une partie multiplicative contenue dans I’en-
semble des réguliers de A. Montrer que le morphisme induit S~'A — Frac(A)
est injectif. De ce fait, on peut considérer S—'A comme sous-annean du corps
de fractions Frac(A) lorsque S est contenue dans I’ensemble des réguliers de A.

100. Soient A un anneau et S C A une partie multiplicative. Montrer que
S~1A est noetherien si A 'est.

101. Soient A et B des anneaux. Soit p: A x B — A la projection. Montrer
que p est un morphisme de localisation de A x B par la partie multiplicative

S=A(1,0), (1, 1)}

102. Soit A un anneau et s € A. Soit Ann(s) "annulateur de s, i.e.,
Ann(s) = {a € A]as = 0}.

Montrer que

a. Ann(s) est un idéal de A4;
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b. le noyau du morphisme de localisation +: A — A, contient Ann(s);

c. si I'image de s dans le quotient A/Ann(s) est régulier, alors ker(s) =

Ann(s);

d. si I'image de s dans le quotient A/Ann(s) est inversible, alors A, =
A/Ann(s).
103. Soit n un entier non nul. Déterminer (Z,)*.

104. Soit n un entier non nul. Soit 7 un idéal non nul de la localisation 7Z,, de
7, par n. Montrer que

a. il existe un entier m tel que I = mZ, ;
b. cet entier m peut etre pris premier avec n.

Conclure que ’ensemble des idéaux non nuls de Z,, est en correspondance bi-
jective avec I’ensemble des entiers positifs et premiers avec n.

105. Soit K un corps. Soit p la caractéristique de K. Rappelons que p est soit
zéro, soit premier. Montrer que

a. K contient un sous-corps isomorphe & Z/pZ si p est premier;
b. K contient un sous-corps isomorphe & Q@ si p = 0.

Dans les deux cas, ce sous-corps de K est le plus petit sous-corps de K. On
I’appelle le sous-corps premier de K. Le corps K est un corps premier si K est
égal & son propre sous-corps premier.

106. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.

a. Soit S C A une partie multiplicative. Montrer que 1'image directe de S,
f(S), est une partie multiplicative de B.

b. Soit T' C B une partie multiplicative. Montrer que ’image réciproque de
T, f~Y(T), est une partie multiplicative de A.

107. Soient A et B des anneaux et S C A et T'C B des parties multiplicatives.
Si f est un morphisme de A dans B avec f(S) C T, alors f induit un morphisme
f de S~'A dans T~! B rendant le diagramme suivant commutatif.

A——1B
P,
S—lA .......... > T—lB
108. Soit K un corps. Montrer que (K[X,Y]/(XY))x est isomorphe & K[X]x.

109.* Soient A un anneau et S C A une partie multiplicative. Soit t5: A —
S~1 A le morphisme de localisation. Soit

S={teA|Jac A:ateS}

i.e., S est 'ensemble de tous les diviseurs d’éléments de S. On appelle une partie
multiplicative S saturée lorsque S = S.

a. Montrer que S = Lgl((S_lA)*).
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b.

C.

110.

111.

Montrer que S est une partie multiplicative de A.

. . . . —1
Montrer qu’il existe un isomorphisme f: S~'A — S~ A rendant commu-
tatif le diagramme suivant :

f —
GmL g >51A

. Soient S et T deux parties multiplicatives de A. Montrer que S = T

si et seulement s’il existe un isomorphisme f: S~'4 — T-!A rendant
commutatif le diagramme

A
N
f
S—lA ............................. >T—1A

Dans ce cas, on dira que les localisations tg et tp sont isomorphes.

Montrer qu’il y a une correspondance entre les localisations de A a iso-
morphisme pres, et les parties multiplicatives saturées de A.

Déterminer toutes les localisations de Z & isomorphisme preés, ainsi que
celles de K[X], K étant un corps.

Déterminer tous les sous-anneaux de Q.

Déterminer tous les sous-anneaux de K(X) contenant K[X], K étant un
corps.

Un sous-anneau de K (X,Y) contenant K[X,Y] est-il forcément une loca-
lisation de K[X,Y]?

Soit A un anneau. Montrer que

. tout élément régulier de ’anneau de fractions Frac(A) de A est inversible.

. I'anneau de fractions de A est son propre anneau de fractions, i.e., le

morphisme ¢ : Frac(A4) — Frac(Frac(A)) est un isomorphisme.

. tout anneau est isomorphe a un sous-anneau d’un anneau dans lequel

chaque élément est soit inversible, soit un diviseur de zéro.

a. Soit A un anneau et s € A. Montrer que ’anneau A obtenu de A
en localisant par s est isomorphe & ’anneau A[X]/(sX — 1).

Soit A un anneau et s,t € A Soit S a plus petite partie multiplicative de
A contenant s et . A-t-on ST1A = A[X|Y]/(sX — 1,tY — 1)?

§6
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112. a. Soit P € Z[X] un polynéme et soit p € Z premier. Soit A =
Z[X]/(P). Montrer que I'idéal pA est premier si et seulement si P est
zéro ou bien irréductible modulo p.

b. Soit P = X2 —d, d un entier quelconque. Soit A = Z[X]/(P) et p € Z
premier. Montrer que 1’idéal pA est premier si et seulement si d n’est pas
un carré modulo p.

113.* Soit X un espace topologique. Soit A = C'(X,R) ’anneau des fonctions
réelles continues sur X. Lorsque z € X soit my = {f € A| f(z) = 0}. Montrer
que

a. mg est un idéal maximal de A quel que soit z € X ;

b. pour tout idéal maximal m de A il existe x € X tel que m; = m lorsque
X est compact ;

c. il existe un idéal maximal m de A tel que m # my pour tout z € X
lorsque X n’est pas compact et X a suffisamment de fonctions continues a
support compact, i.e., quel que soit z € X, il existe f € C'(X,R) & support
compact avec f(z) # 0.

114. Montrer que A* = A\ UmeMax(A) m.
115. Soit A un anneau. On appelle l'intersection
N m
meEMax(A)

de tous les idéaux maximaux de A le radical de Jacobson de A. Le radical de
Jacobson de A est un idéal de A, noté par JRad(A). Soit I un idéal de A.
Montrer que

a. I C JRad(A) si et seulement si 1 + 7 C A*;

b. le morphisme de groupes 7*: A* — (A/I)* induit par le morphisme de
passage au quotient 7 est surjectif lorsque I C JRad(A).

116.* Soit A un anneau n’ayant qu’un nombre fini d’idéaux maximaux et qu’un
nombre fini d’éléments inversibles. Montrer que A est fini.

117. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.

a. Montrer que f~!(p) est un idéal premier de A lorsque p en est un de B.
On a alors une application Spec(f) de Spec(B) dans Spec(A) qui associe
a p € Spec(B) I'idéal premier f~1(p) de A.

b. Est-ce que f~!(m) est un idéal maximal de A lorsque m en est un de B?

c. Montrer que Spec(f) est injective et son image est I’ensemble d’idéaux
premiers de A contenant ker(f) lorsque f est surjectif.

d. Montrer que f~!(m) est un idéal maximal de A si m en est un de B
lorsque f est surjectif. On a alors une application Max(f) de Max(B)
dans Max(A).
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e. Montrer que Max(f) est injective et son image est I’ensemble d’idéaux
maximaux de A contenant ker(f) lorsque f est surjectif.

f. Déterminer les idéaux premiers et les idéaux maximaux de I’anneau Z/nZ.

118. a. Montrer que I’application induite Spec(id 4) par le morphisme d’iden-
tité id4 sur A est égale & I'identité idgpec(a) sur Spec(A).

b. Soient f: A — B et g: B — C des morphismes d’anneaux. Montrer que
Spec(g o f) = Spec(f) o Spec(g).

c. Soit f: A — B un isomorphisme. Montrer que Spec(f) est une bijection.
119. Trouver un idéal maximal de Z[X] contenant I'idéal (X3 — 2,9).

120. Soit K un corps. Soit A = K[X1,...,X,] et soit & = (z1,...,2,) € K",
Soit m l'idéal (X1 — 21,..., X, —2,) de A.

a. Montrer que le quotient de A par 1'idéal m est isomorphe au morphisme
d’évaluation au point x

evy: A=K[Xy,...,X,] — K
défini par ev,(P) = P(z).
b. Montrer que m est un idéal maximal de A.

c. Soit I C A un idéal. Montrer que I'image de m dans le quotient A/T est
un idéal maximal si # appartient & I’ensemble de zéros Z(I) C K" de I.
Montrer que I'image de m dans A/T est égale & A/I si z ¢ Z(I).

121. Soit I Iidéal (X2 4+ Y2 — 1) de R[X, Y]. Trouver un idéal maximal m de
R[X,Y] contenant I. Méme question pour I'idéal J = (X2 4+ Y2 + 1).

122. Soient A et B deux anneaux. Montrer qu’il y a une correspondance entre
a. Spec(A4 x B) et Spec(A) U Spec(B) ;
b. Max(A4 x B) et Max(A) U Max(B).

123. Soit A un anneau et S C A une partie multiplicative. Soit ¢: A — S~ A
le morphisme de localisation.

a. Montrer que I’application Spec(t): Spec(S™1A) — Spec(A) est injective
et son image est ’ensemble d’idéaux premiers p de A tels que pN S = 0.

b. Soit n un entier non nul. Déterminer les idéaux premiers et les idéaux
maximaux de la localisation Z, de Z par n.

c. Soit p € Z premier. Déterminer les idéaux premiers et les idéaux maximaux
de la localisation Z,) de Z en (p).

124.*% Soient A un anneau, I C A un idéal et S C A une partie multiplicative
telle que SN I = (). Montrer qu’il existe un idéal premier p de A tel que I C p
et pN S =10.

125. Soit A un anneau et S C A multiplicative. Montrer que S est saturée si
et seulement si A\S est la réunion d’idéaux premiers de A.
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126. Montrer que chaque corps a une cloture algébrique.
87

127. Soit n un entier. Déterminer le radical de 'idéal nZ de Z. Déterminer
(Z /nZ)req-

128. Soit P € K[X] un polynéme, K un corps. Déterminer le radical de I’idéal

(P) de K[X]. Déterminer (K[X]/(P))red-

129. Soit K un corps. Soit I I'idéal de K[X,Y] engendré par Y2 — X et X2,
Déterminer le radical Rad(l) de I.

130. Soit A un anneau et soit m: A = Areq le morphisme de passage au quo-
tient. Montrer que I’application Spec(w): Spec(Ared) — Spec(A) est bijective.
Montrer 1’énoncé analogue pour ’application Max ().

131. Soit A un anneau. Soit m: A — Aeq le passage au quotient. Montrer que
7 satisfait la propriété universelle suivante: pour tout anneau réduit B et pour
tout morphisme f: A — B il existe un et un seul morphisme g: A..q — B tel
que le diagramme suivant commute:

AHWAred
TNy
B

132. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Montrer que
a. f induit un unique morphisme d’anneaux freq: Areqd — Brea tel que le

diagramme suivant commute:

A——8B

L

Areq e Bred

red

b. freq est surjectif lorsque f 1'est;

C. fred est injectif lorsque f 1'est ;

d. Areq = Breq st A= B

e. Areq est un sous-anneau de Bp.q si A en est un de B.

133. Soit A un anneau et S C A multiplicative. Soit Syeq I'image de S dans
I’anneau réduit A,.q associé a A. Montrer que

a. Nil(S‘lA) = S‘lNil(A) ;
b. Sied C Areq est multiplicative;

c. S;(liAred est isomorphe & (S™1 A)yeq.
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134. Soient I et J des idéaux de A. Montrer que Rad(I N J) = Rad(1J) =
Rad(I) N Rad(J).

135.*% Soit A un anneau réduit. Montrer que

a. A est isomorphe & un sous-anneau d’un produit de corps ;

b. A est isomorphe & un sous-anneau d’un produit fini de corps lorsque A est
noetherien ;

c. A est isomorphe & un produit fini de corps lorsque A est fini.

136. Soient [ et J des idéaux de A. Montrer qu’un idéal K de A est un diviseur
de I et J si et seulement si K est un diviseur de I + J.

137. Soit I C A un idéal et n € N un entier. Montrer que 'idéal I™ a les méme
diviseurs premier que 1'idéal I lui-méme.

138. Soient I et J des idéaux de A. Montrer que Rad(IJ) = Rad(/ N .J).

139. Soit A un anneau. Soient P; € Spec(A), i = 1,...n, des idéaux premiers
tels que P; € P; lorsque i # j. Soit I = (\;_, P;. Montrer que {P,...,P,} est
I’ensemble des diviseurs premiers minimaux de /. Est-ce encore vral pour une
infinité d’idéaux premiers?

140. Soit A noetherien. Soient I et J des idéaux de A tels que I C J C Rad([).
Montrer que

a. 1l existe un entier n € N tel que J” C I;

b. il existe un entier n € N tel que Rad(I)” C I.

141. Soit A noetherien et soit I un idéal de A contenu dans le nilradical Nil(A)
de A. Montrer qu’il existe un entier n € N tel que I = (0).

142. Soient A et B des anneaux. Déterminer les idéaux premiers minimaux de

A x B.

143. Soit A un anneau noetherien. Soit 7 un idéal de A et soient Pi,..., P,
les diviseurs premiers minimaux de /. Montrer qu’il existe des entiers ¢; € N
tels que

n
(Pt
i=1
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§8

144. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux integres. Soient a,b € A. Vrai
ou faux:

a. a divise b implique que f(a) divise f(b);

b. f(a) divise f(b) implique que a divise b;

c. a et b associés implique que f(a) et f(b) sont associés ;
d. f(a) et f(b) associés implique que a et b le sont ;

e. a irréductible implique f(a) irréductible ;

f. f(a) irréductible implique @ irréductible ;

g. a premier implique f(a) premier;

h. f(a) premier implique a premier ;

145. Soit A un anneau integre et K son corps de fractions. Considérer A comme
sous-anneau de K. Soient a,b € A. Alors, b divise @ dans A si et seulement si
4 e A

b

146. Soit A un anneau factoriel. Soient a, b € A tels que pged(a, b) = 1. Y-a-t-il
des z,y € A tels que za+yb =17

147. Soit A un anneau factoriel et S C A une partie multiplicative ne conte-
nant pas 0. Soit P un systeme de représentants des irréductibles de A.

a. Montrer que P’ = {p € P|p ne divise aucun élément de S} est un sys-
téme de représentants des irréductibles de S—1A.

b. Montrer que S~ A est factoriel.
148. Soit A un anneau factoriel et K son corps de fractions.
a. Montrer qu’un élément irréductible P de A est irréductible dans A[X].

b. Soit P € A[X] de contenu 1. Montrer que P est irréductible dans A[X]
lorsque P est irréductible dans K[X].

c. Soit P4 un systéme de représentants des irréductibles de A. Soit Pgx] un
systéme de représentants des irréductibles de K[X] tel que cont(P) = 1
quel que soit P € Pg[x]. Montrer que P = P4 UPgx] est un systeme de
représentants des irréductibles de A[X].

149. (Critére d’Eisenstein) Soit A un anneau factoriel et I/ € A[X] de
degré strictement positif et de contenu 1. Soit a; € A tels que FF = a, X" +-- -+
a1 X +ag. Supposons qu’il existe p € A irréductible tel que p ne divise pas a,, p
divise an_1, ... ,ag, et p? ne divise pas ag. Montrer que F est irréductible dans

A[X].
150. Déterminer les décompositions en facteurs irréductibles de

a. 120 dans la localisation Z sy de Z en I'idéal premier (2);
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b. 120 dans la localisation Zs de Z par 2;

c. X?2¥?2—- X3 -V3 4+ XY dans C[X,Y];

d. = XY + X274+ XY?2 - X722 -Y2Z +Y7Z?dans Q[X,Y, 7];
e. Y? — X dans K[X,Y], K un corps;

f. X" +Y" — 1 dans K[X,Y], K un corps;

g an X" +an,_1 X" 1+ +ag dans 'anneau de polynomes Z[ao, . . . , an, X]
en les indéterminées ag, ..., an, X.

151. Soit A un anneau factoriel et a un élément de A. Déterminer ’anneau
réduit associé au quotient A/Aa.

152.*% Soit A I’anneau R[X,Y]/(X2+Y?2—1). Montrer que A n’est pas factoriel.
153. Est-ce que le quotient d’un anneau factoriel est nécessairement factoriel 7

154. Soit A un anneau factoriel, K son corps de fractions et P un systéme de
représentants de ses irréductibles. Montrer que le groupe quotient K*/A* est
un groupe abélien libre sur P.
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Chapitre 2

Modules

2.1 Modules et morphismes

Définition 2.1.1. Soit A un anneau. Un A-module est un groupe abélien (M, +)
muni d’une loi externe - de A x M dans M tel que

M1 (a+b)- m=a-m+b-m;

M2 a-(m+n)=a-m+a-n;

M3 (a-b) - m=a-(b-m);

M4 1 - m=1;

quels que soient a,b € A et m,n € M.

Exemple 2.1.2. 1. Lorsque A est un corps un A-module n’est rien d’autre
qu’un A-espace vectoriel.

2. A" est un A-module pour tout anneau A et pour tout entier non négatif
n. Le A-module A° = {0} est le A-module nul, noté par 0.

Comme dans le cas d’un anneau, on a, dans un module, des sommes indexées
par des ensembles finis.

Rappelons que, pour un groupe abélien M, End(M) est I’anneau (non com-
mutatif em général) des endomorphismes de M. Lorsque M est un A-module,
on peut définir une application

®: A— End(M)

par ®(a)(m) = am pour a € A et m € M. Effectivement, ®(a) ainsi défini
est bien un endomorphisme du groupe abélien M d’apres M2. En outre, les
conditions M1, M3 et M4 assurent que ® est un morphisme d’anneaux.

Réciproquement, soit M un groupe abélien et ®: A — End(M) un mor-
phisme d’anneaux. On peut alors définir une loi externe sur M par

a-m = ®(a)(m)

pour a € A et m € M. Cette loi externe satisfait conditions M1, M3 et M4
car & est un morphisme d’anneaux. Elle satisfait M2 puisque ®(a) est un en-
domorphisme du groupe abélien M.
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On a alors:

Proposition 2.1.3. Soient A un anneau et M un groupe abélien. Une structure
de A-module sur M équivaut a un morphisme d’anneau de A dans l’anneau des
endomorphismes de M. O

Exemple 2.1.4. 1. Soit M un groupe abélien. Il existe un unique mor-
phisme ® d’anneaux de 7 dans End(M). Le groupe abélien M admet
donc une unique structure de Z-module. On a alors 0 -m =0, 1 - m = m,
(n+1)-m=n-m+met (—n) -m=—(n-m) quel que soit m € M et
n € N.

2. Soit p € Z premier. Le groupe abélien Z/pZ admet une structure de Z[i]-
module si et seulement si p =1 mod 4.

Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Soit M un B-module. On vérifie
facilement que 1’on définit une structure de A-module sur M par

a-m= f(a) -m

quels que soient m € M, a € A. On désigne M muni de cette structure de
A-module par 4 M.

Définition 2.1.5. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Soit M un B-
module. Le A-module 4 M est le module obtenu par restriction de scalaires.

Exemple 2.1.6. gC = R

Définition 2.1.7. Soient M et N des A-modules. Une application f: M — N
est un morphisme de A-modules lorsque f est A-linéaire, c-a-d,

MM1 f(m+n) = f(m)+ f(n);

MM2 f(a-m)=a- f(m); quels que soient a € A et m,n € M.

Exemple 2.1.8. 1. Lorsque A est un corps, un morphisme de A-modules
f: M — N n’est rien d’autre qu'une application A-linéaire de A-espaces
vectoriels.

2. L’identité idps: M — M est un morphisme de A-modules pour tout A-
module M.

3. Une matrice m x n a coefficients dans A détermine par la multiplication
matricielle un morphisme de A-modules de A" dans A™.

4. Chaque morphisme de groupes abéliens est automatiquement un mor-
phisme de Z-modules.

Proposition 2.1.9. Soient M, N et L des A-modules. Soient f: M — N et
g: N — L des morphismes des A-modules. Alors, Uapplication composée g o f
est un morphisme de A-modules.

Démonstration. Exercice. O
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Définition 2.1.10. Un morphisme de A-modules f: M — N est un isomor-
phisme lorsqu’il existe un morphisme de A-modules g: N — M tel que go f =
idays et fog = idy. Les A-modules M et N sont alors isomorphes, noté par
M =2 N,ou M =, N si on veut préciser qu’il s’agit d’un isomorphisme de
A-modules. Un morphisme d’un A-module M dans lui-méme est un endomor-
phisme. Un isomorphisme de M dans lui-méme est un automorphisme.

Soient M et N des A-modules. On notera 1’ensemble des morphismes de
M dans un N par Homa (M, N). On définit une structure de A-module sur
Homy (M, N) par

(f +9)(m) = f(m) +g(m) et (a-f)(m)=a-f(m)
poura € A,m € Met f,g € Homy (M, N). Ce A-module est noté par End 4 (M)
lorsque M = N, c’est ’anneau des endomorphismes de M. En fait, End4 (M)
est un sous-anneau de I’anneau End(M). Finalement, I’ensemble des automor-
phismes de M est noté par Auts (M), c’est le groupe multiplicatif de I’anneau
El’ldA (M) .

Définition 2.1.11. Soit M un A-module. Le module dual & M est le A-module
Homy (M, A), noté par M.

2.2 Sous-modules

Définition 2.2.1. Soit M un A-module. Un sous-A-module de M est un sous-
ensemble N de M tel que

SM1 0€ N;
SM2 z,y€ N impliquezx + y € N ;
SM3 a € Aet x € N impliquea-x € N.

Observons qu’un idéal d’un anneau A est exactement la méme chose qu’'un
sous-A-module de A.

Lorsque A est un corps, un sous-A-module d’'un A-module M est exactement
la méme chose qu’un sous- A-espace vectoriel de M.

La terminologie sous-module est justifiée car un sous- A-module est lui-méme
un A-module.

Proposition 2.2.2. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Alors, ker(f)
est un sous-A-module de M et im(f) est un sous-A-module de N. O

Proposition 2.2.3. Soient M un A-module et S C M un sous-ensemble. Soit

(S) :{Zai5i|(1i €A,s; €5 etneN}.

i=1
Alors, (S) est le plus petit sous-A-module de M contenant S. |
Définition 2.2.4. Soient M un A-module et S C M un sous-ensemble. Le
sous-A-module (S) de M est le sous-module engendré par S. Lorsque S est fini,

disons S = {my,...,my}, on notera (S) par (my,...,my). Si S = {m}, on
notera (S) aussi par Am.
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Définition 2.2.5. Soient M un A-module et S C M un sous-ensemble. On
dit que S est un systeme générateur ou une famille génératrice de M lorsque
M = (9), i.e., lorsque pour tout m € M il existe a; € A, s; € S, i parcourant
un ensemble fini I, tels que

m = Z a;s;.

i€l
On dit que S est un systéme libre ou une famille libre lorsque, pour a; € A et
s; € S, 1 parcourant un ensemble fini 7,

Z a;s; = 0

i€l
implique que a; = 0 pour tout i € I. Le sous-ensemble S C M est un systéme
lié ou une famille liée lorsque S n’est pas libre. On dit que S est une base de

M si S est a la fois libre et générateur. Un A-module M est libre si M admet
une base. Un A-module M est libre de rang fini si M admet une base fini.

Exemple 2.2.6. 1. Le A-module A™ est libre de base {e1, ..., e, }, quel que
soit n € N, onl e; = (e;;) € A" est défini par e;; = J;;. En particulier, le
A-module 0 est libre: I’ensemble vide §§ en est une base.

2. Bien que Z soit libre en tant que Z-module, le systéme {2, 3} est générateur
de 7Z sans que I’on puisse en extraire une base de 7.

3. Le systéme {2} dans Z est libre sans que ’on puisse le compléter en une
base de Z.

4. Tl'y a des modules qui n’ont pas de systémes libres non vides : quel que soit
s dans le Z-module 7 /27 x 7./37, le systéme {s} est 1ié. Effectivement,
6 s =0 quel que soit s € 7Z/27 x 7./37.

5. Le A-module A/I n’est pas libre si T # 0, A.

Soient A un anneau et S un ensemble. On va construire un A-module libre
dont S est une base. Soit A(°) ’ensemble des sommes formelles

g Qs+ 8§
SES

ou les as; appartiennent a A et sont nuls sauf un nombre fini des a;. Deux de
telles sommes > as s et Yy by - s sont égales si et seulement si a; = by pour tout
s € S. On définit une structure de groupe abélien sur A par

Zas ~s+st ~s:Z(aS+bs)-s.
SES SES SES
Ensuite définit-on une structure de A-module sur A(%) par
a~ZaS .5 = Z(aas) - S.
SES SES

Il est évident que S est alors une base A(S) ce qui montre que A(5) est un

A-module libre.

Définition 2.2.7. Solent A un anneau et S un ensemble. Le A-module libre
sur S est le A-module A(S). Ce module contient 1’ensemble S comme base.
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Propriété Universelle. Soient A un anneau et S un ensemble. L’inclusion
it S — AY) est universelle parmi toutes les applications de S dans un A-
module : pour tout A-module M et toute application f: S — M il existe un et
un seul morphisme de A-module F: A — M tel que le diagramme suivant
commute.

Evidemment, chaque A-module M admet un systéme générateur S. Il suffit
de prendre S = M. Les A-modules admettant un systéme générateur fini sont
particulierement intéressants.

Définition 2.2.8. Soit A un anneau. Un A-module M est de type fini si M
admet un systeme générateur fini.

Exemple 2.2.9. 1. Le A-module A” est de type fini, pour n € N.

2. Soit A un corps. Un A-module M est de type fini si et seulement si M est
un A-espace vectoriel de dimension finie.

3. Le Z-module Q n’est pas de type fini.
4. Un sous-A-module de type fini n’est pas forcément de type fini.

Proposition 2.2.10. Soient A un anneau noetherien et M un A-module de
type fini. Alors, chaque sous-A-module de M est de type fini.

Démonstration. D’abord on réduit au cas M = A”. Comme M est de type fini,
il existe un morphisme surjectif f: A — M. Soit N C M un sous-A-module.
Son image réciproque f~1(N) est un sous-A-module de A", et N est de type
fini si f=1(N) D’est. Donc, il suffit de montrer que chaque sous-A-module de A™
est de type fini. Cela, on le montre pa récurrence.

Pour n = 0, 'assertion est triviale. Pour n = 1 c’est exactement la définition
de noetheriennité. Supposons alors que tout sous-A-module de A" est de type
fini et montrons que tout sous-A-module de A?*! ’est aussi. Soit N C A*+! un
sous-A-module. Soit p: A"t — A" la projection définie par p(a1,...,an41) =
(a1,...,a,). Comme p(N) est un sous-module de A", il est de type fini, d’apres
I’hypothése de récurrence. Il existe alors un systéme générateur fini {s1,...,sg}
de p(N). Soit t; € N tel que p(t;) = s;, pour i = 1,... , k. Le noyau de p est le
sous-A-module {0} x A de A"*!. Comme A est noetherien, le sous-A-module
NN ({0} x A) est de type fini. Il existe alors tg41,...,4 € NN ({0} x A) qui
engendrent N N ({0} x A). Paffirme que t1,...,# € N engendrent N.

En effet, soit z € N. Alors p(z) € p(N). Comme s1, ..., sg engendrent p(N)

il existe a1,...,ar € A tels que p(z) = Zle a;s;. Alors a-t-on

pa = aiti) = p(a) — Y aip(t:) = p(x) = _ aisi = 0.

i=1 i=1 i=1
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D’oul x—Zle a;t; € ker(p)NN = NN({0} x A). Commetgyy, ... ,t engendrent
NN ({0} x A), il existe alors ax41,...,a; € A tels que
k !

I—Zaiti: Z aiti,

i=1 i=k+1

c-a-d, x = Zi’:l a;t;. O

2.3 Modules quotients

Soient M un A-module et N un sous-A-module de M. Comme la construction
du quotient de M par N est analogue & celle du quotient d’un anneau par un
idéal, on se contentera d’esquisser cette construction. Soit ~ la relation sur M
définie par
m~n&Sm—néeN.

On vérifie facilement que ~ est une relation d’équivalence. On notera ’ensemble
des classes d’équivalence par M/N. Ensuite, on vérifie que la loi interne + sur
M en induit une sur M/N de fagon & ce que M/N soit un groupe abélien, et
que la loi externe - sur M en induit une sur M/N de fagon & ce que M/N soit
un A-module. De plus, I'application

m M — N
définie par m(m) = ™ est un morphisme de A-modules.

Définition 2.3.1. Soient M un A-module et N un sous-A-module de M. Le
quotient de M par N est le couple (M/N, ) consistant du A-module quotient
M/N et du morphisme de passage au quotient w. Parfois on dira, par abus de
langage, que M/N est le quotient.

Propriété Universelle. Soient M un A-module et N C M un sous-A-module.
Le morphisme de passage au quotient m: M — M/N est universel d’ayant la
propriété m(N) = {0}, c-d-d, pour tout A-module P et pour tout morphisme de
A-modules f: M — P tel que f(N) = {0}, il existe un et un seul morphisme de
A-modules f: M/N — P faisant commuter le diagramme suivant.

M —"> M/N

7
P

Démonstration. Exercice. O

Définition 2.3.2. Soit M un A-module et N C M un sous-A-module. Un
morphisme de A-modules p: M — @ est un quotient de M par N lorsque
p(N) = {0} et p est universel : pour tout A-module P et pour tout morphisme
f: M — P tel que f(N) = {0}, il existe un unique morphisme de A-modules
f: Q@ — P faisant commuter le diagramme suivant :

ﬂJLQ

7
N

P
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Comme toujours, lorsque p: M — @ est un quotient de M par N, @ est
isomorphe au quotient M/N.

Proposition 2.3.3. Soit M un A-module et N C M un sous-A-module. Un
morphisme de A-modules p: M — @ est un quotient de M par N si et seulement
si p est surjectif et ker(p) = N.

Un exemple important d’un quotient est le suivant. Soient A un anneau et
I C A un idéal. Lorsque M est un A-module, le sous-ensemble

IMI{ZrimiI:viel,mieMetneN}

i=1

est un sous-A-module de M. Le quotient M/IM est un A-module avec la pro-
priété que z -m = 0 pour tout # € I et m € M/IM. Cela implique que M/IM
admet une structure de A/I-module définie par

a-m=a
pour tout a € A et me M.

Exemple 2.3.4. Montrons que l'idéal (2, X) C Z[X] n’est pas principal. Soit
A=Z[X,T=(2,X)et M =1.On a A/I = 7Z/27. On va d’abord déterminer
M/IM en tant que Z/2Z-module.

Observons que M en tant que Z-module est libre de base {2, X, X2,...}. Le
sous-A-module TM est engendré par (4,2X, X?). De ce fait, IM en tant que
Z-module est libre de base {4,2X, X2, X3 ... }. De ce fait, le quotient M/IM
est isomorphe & Z /27 x 7Z/27. En particulier, M /I M est de dimension 2 en tant
que Z/2Z-espace vectoriel.

Montrons ensuite que I n’est pas principal. Si I était principal, il devrait y
avoir m € M engendrant M comme A-module. En particulier, m engendrait le
quotient M/IM en tant que A-module. Par définition de la structure de A/I-
module sur M/IM, m engendrait M/IM en tant que A/I-module. Mais A/I
est un corps, donc cela impliquerait que la dimension de M /I M serait inférieure
ou égale a 1. Contradiction avec ce qui précede.

Propriété Universelle. Soient A un anneau et I C A un idéal. Soit M un
A-module. Le morphisme de passage au quotient 7: M — M/IM est universel
parmi tous les morphismes de A-modules f de M dans un A/I-module, c-a-d,
pour tout A/I-module N et pour tout morphisem de A-modules f: M — N
il existe un et un seul morphisme de AJI-modules f: M/IM — N tel que le
diagramme suivant soit commutatif.

M —" M/IM
7
N
N

Démonstration. Exercice. O

Proposition 2.3.5. Soit A un anneau et I C A un idéal. Soit f: M — N un
morphisme de A-modules. Alors, il existe un unique morphisme de A/I-modules
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f: M/IM — N/IN tel que le diagramme

I
M————N

M/IM —> N/IN

commute, ou les morphismes verticauxr sont les passages au quotient.

Démonstration. Le morphisme composé p o f de M dans N/IN est un mor-
phisme de A-modules de M dans un A/I-module. D’apres la propriété univer-
selle, il existe un unique morphisme de A/I-modules f: M/IM — NJIN tel
que for=po f. [l

Proposition 2.3.6. Soit A un anneau et I C A un idéal.

1. Soient f: M — N et g: N — P des morphismes de A-modules. Alors,
gof=9gof.
2. Soit M un A-module. Alors, idy = idaryrmr O

Le passage du A-module M vers le A/I-module M /I M est le premier exemple
de ce qu’on appelle extension de scalaires.

Exemple 2.3.7. Soit A un anneau non nul. Soient r,s € N. Montrons que
A" =2 A® si et seulement si 7 = s.

Evidemment, A”™ = A® lorsque r = s. Supposons donc qu’il existe un iso-
morphisme f: A" — A°. Comme A est non nul, il existe un idéal maximal m
de A. D’aprés la proposition précédente, f induit un morphisme f: A" /mA” —
A*/mA®. Or f est un isomorphisme, il existe donc un morphisme g: A* — A" tel
que fog =id et go f =id. Par conséquent, fog= fog=1id =id et go f = id.
D’olt f est un isomorphisme. On a A”/mA” = (A/m)" et A®/mA*® = (A/m)*.
Donc, (A/m)" et (A/m)* sont isomorphes. Comme A/m est un corps, on a que
r=s.

Définition 2.3.8. Soit A un anneau non nul. Soit M un A-module libre de
rang fini. Le rang de M, ou plus précisément, le A-rang de M, est 'unique
entier r € N, noté par rang(M) = rang 4 (M), tel que M soit isomorphe & A”.

2.4 Localisation

On a vu que lorsque S est une partie multiplicative d’'un anneau A on peut
construire un anneau S~ A dans lequel les éléments de S sont inversibles. Dans
ce paragraphe on va étendre cette construction aux A-modules.

Soient alors A un anneau et S C A une partie multiplicative. Soit M un
A-module. On définit une relation ~ sur I’ensemble M x S par

(m’s) ~ (nat) & dr e S:rtm = rsn.

On vérifie que ~ est une relation d’équivalence. On pose S~'M ’ensemble des
classes d’équivalence de ~. On note la classe d’un élément (m,s) par Z*. Puis,

on définit une loi interne + sur S~ M par

m n tm + sn

s t st
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ot m,n € M, et s,t € S. On vérifie que S~' M est alors un groupe abélien.
Ensuite, on définit une loi externe - de S~'A x S~!'M dans S~'M par

w | Q

m_am
t st

olméeM,aé& Aets tecS. On vérifie que S™' M est alors un S~ A-module.
m

De plus, on dispose d’une application ¢ de M dans S~! M définie par ¢(m) = T
Observons que ¢ est A-linéaire.

Définition 2.4.1. Soient A un anneau et S C A une partie multiplicative.
Soit M un A-module. Alors le A-module S™'M muni du morphisme ¢ est la
localisation de M par S.

Propriété Universelle. Soient S une partie multiplicative d’un anneau A et
M un A-module. Le morphisme t: M — S~'M est universel parmi tous les
morphismes A-linéaires de M dans un S~'A-module, c-d-d, pour tout S~'A-
module N et pour tout morphisme de A-modules f: M — N il exiset un et
un seul morphisme de S~ A-modules f': S='M — N faisant commuter le dia-
gramme suivant.

Démonstration. Exercice. O

Comme avant, on ne veut pas favoriser la construction de la localisation d’un
module:

Définition 2.4.2. Soit A un anneau et S C A multiplicative. Soit M un A-
module et I un S~! A-module. Soit x: M — L un morphisme de A-modules. Le
morphisme & est une localisation de M par S lorsque pour tout S~! A-module N
et pour tout morphisme de A-modules f: M — N il existe un unique morphisme
de S7'A-modules f': L — N tel que le diagramme suivant commute:

M——1
!

N

N

Proposition 2.4.3. Soit A un anneau et S C A multiplicative. Soit f: M — N
un morphisme de A-modules. Alors, il existe un unique morphisme de S™1A-
modules S™1f: S1M — S™IN tel que le diagramme

M N

S=1M S_—1f> S—IN

commute, ou 1 et k sont les morphismes de localisation.
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Proposition 2.4.4. Soit A un anneau et S C A multiplicative.

1. Soient f: M — N et g: N — P des morphismes de A-modules. Alors,
S7Hgof)=5""goS7'f.

2. Soit M un A-module. Alors, S~lidy =idg-1,;. O

Passer d'un A-module & un S~!' A-module est le deuxiéme exemple de ce que
I’on appelle extension de scalaires.

Proposition 2.4.5. Soit A un anneau et S C A multiplicative. Soit M un
A-module et N C M un sous-A-module. Soit i: N — M Uinclusion. Alors,
S=1: STIN — S™M est injectif, et, en identifiant SN et son image dans
S—1'M,

(STIM)/(STIN) =g-1, STH(M/N).

Soit A un anneau intégre et R = A\{0} le sous-ensemble des éléments non
nuls. Notons le corps de fractions Frac(A) = R7'A4 de A par K. Soit M un
A-module. Alors, R~'M est un K-module, i.e., un K-espace vectoriel, noté par
Mg.

Exemple 2.4.6. Soit A un anneau intégre et K son corps de fractions. Alors,
(A")g = K'. Effectivement, soit i: A — K" 'inclusion. On montre que i est
une localisation de A™ par R, ol R est la partie multiplicative des réguliers de
A. Soit M un K-module et f: A — M un morphisme de A-modules. 1l faut
montrer qu’il existe un unique morphisme de K-modules g: K™ — M tel que
goi=f.

Quant & l’'unicité, supposons que ¢g: K" — M est un morphisme tel que
goi=f.Soit (z1,...,z,) € K". Il existe s € R tel que sz; € A quel que soit
1. Soit a; = sx; € A. On a alors

1 1
g(xl,...,m,):§~g(a1,...,a,«):g-f(al,...,a,).

D’ou I'unicité de g.

Pour I'existence on utilise ce qui précede et définit une application g: K™ —
M par g(z1,...,2,) = % ~fla1,...,a,), ol s € R est tel que a; = sz; € A. On
vérifie que cette définition ne dépend pas de s et que g est un morphisme de

K-modules tel que goi = f.

Soit A un anneau intégre, K son corps de fractions et soit M un A-module
libre de rang r. D’aprés ’exemple précédent, le K-espace vectoriel Mg est de
dimension r. Cela nous permet d’étendre la notion du rang a tous les modules
sur un anneau integre :

Définition 2.4.7. Soient A un anneau intégre, K son corps de fraction et M un
A-module. Le rang de M, ou pus précisément le A-rang de M, est la dimension
du K-espace vectoriel M.

Exemple 2.4.8. Considérons le Z-module Z/nZ @ Z", ol n € Z est non nul.
Alors, rangy(Z /nZ @® Z7) = r. Effectivement, on a

(Z/nZ& Z)q = (Z/nZ)e® (Z)o-

Mais (Z/nZ)g = (Zg)/((nZ)g) = Q/Q=0et (Z")g = Q", d’ott le résultat.
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Proposition 2.4.9. Soit A un anneau intégre et K son corps de fractions. Soit
M un A-module de type fini. Alors, le rang de M est fini.

Démonstration. Soit S C M un systeme générateur de M. Soit ¢: M — Mg
le morphisme de localisation, i.e., 1(m) = 7-. Montrons que +(S) est générateur
du K-module Mk. Soit %t € Mg, i.e., m € M et a € A, a # 0. Comme S
engendre M, il existe s1,...,8, € S et a1,...,a, € A tels que m = Y a;s;.
Par conséquent,

a; 8

~L(m):%~L(ZCLiSi)I R

Ce qui montre que ¢(S) engendre M. Or K est un corps et Mg est donc
un K-espace vectoriel admettant un systeme générateur fini. D’olt Mg est de
dimension finie, i.e., rang(M) = dim(Mg) < oo. O

Soit A un anneau et s € A. Soit S C A la partie multiplicative engendrée par
s. Rappelons que A; est la localisation S~!' A de A par s. Soit M un A-module.
On note la localisation S~'M de M par S par M,.

Exemple 2.4.10. Soit A =7Z,s € Z et M = 7Z/s7. Alors, M, = {0}. Effecti-

vement, sm = 0 dans M, quel que soit m € M. D’ou &+ = 0 dans M; quels que
solent m € M, n € N.

Soit A un anneau et P C A un idéal premier. Soit S la partie multiplicative
A\ P. Rappelons que la localisation Ap de A en P est ’anneau S™!A. Soit M
un A-module. Alors, S~' M est un Ap-module. On note ce module par Mp.

Définition 2.4.11. Soit A un anneau et M un A-module. Rappelons que Spec(A4)
est ’ensemble des idéaux premiers de A. On définit le support de M, noté par
supp(M) ou supp 4 (M), par

supp(M) = {P € Spec(A) | Mp # {0}}.

Proposition 2.4.12. Soit A un anneau et M un A-module. Alors, supp(M) =
0 si et seulement si M = {0}.

Démonstration. Evidemment, le support de M est vide lorsque M = 0. Réci-
proquement, supposons que M est un A-module de support vide. Montrons que
M = {0}. Soit m € M. On a I’annulateur

Ann(m) = {a € A|am = 0}

de m qui est un idéal de A. Si m # 0, alors Ann(m) # A. En particulier, il
existe un idéal premier P contenant Ann(m). Or Mp = {0} implique qu’il existe
s € A\P tel que sm = 0. On a alors s € Ann(m) et s ¢ P. Contradiction. O

2.5 Suites exactes
Définition 2.5.1. Soit A un anneau. Une suite de morphismes de A-modules

.fz— ,fi
Mi_y “= M; My

est ezacte lorsque ker(f;) = im(f;—1) pour tout i.
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Exemple 2.5.2. 1. La suite 0 7—2>7 Z)2Z——( est

exacte.

2. La suite 0 —— M NS N est exacte s1 et seulement si f est injectif.

3. La suite M A N — (0 est exacte si et seulement si f est surjectif.

4. La suite 0 M ! N 0 est exacte si et seulement si f est

un isomorphisme.

5. Soient M et N des A-modules. Soient i: M > M & Netp: MG N - N
définis par i(m) = m @ 0 et p(m & n) = n. Alors la suite

est exacte.

6. Soit M un A-module. M est de type fini si et seulement s’il existe une
suite exacte A? ——= M ——0( .

Définition 2.5.3. Soit A un anneau. Une suite eracte courte est une suite
exacte de morphismes de A-modules du type

0 My M, M3 0.

Proposition 2.5.4. Soit A un anneau et

0—>M Tyt ap >y

une suite eracte courte de A-modules. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

1. Il existe un morphisme s: P — N tel que go s =idp.

2. Il existe des morphismess: P — N etr: N — M tels que sog+for = idn.
3. 1l existe un morphisme r: N — M tel que 7o f = idy,.

4. Le sous-A-module f(M) de N admet un supplémentaire.

Démonstration. 1 = 2: Soit s: P — N tel que gos = idp. Considérer idy — so
g: N = N.Commego (idy —sog) = g—g = 0, le morphisme idy —sog envoie
N dans 'image de f. Or f est injectif, donc il existe un morphisme r: N — M
tel que for =1dy —so0yg.

2= 3:Soit s: P — N et r: N — M des morphismes tels que sog+ for =
idyv.Ona fo(rof)=(for)of=(idy—sog)of)=f. Or f est injectif,
donc ro f =idy.

3 = 4:Soit @ = ker(r). Alors, @ N f(M) = {0}. En effet, si n € @ N f(M),
il existe m € M tel que f(m) = n. Dot 0 = »(n) = (r o f)(m) = m, donc
n = 0. De plus, @ + f(M) = N. En effet, soit n € N. Soit ¢ = n — (f o r)(n).
On ar(q) = r(n) —ro(for)(n) = r(n) —r(n) = 0, ie., ¢ € Q. Comme
(for)(n) € f(M),on aquenée Q@+ f(M).
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4 = 1: Soit @ C N un sous-A-module tel que N = Q & f(M). Montrons
que la restriction ¢’ de g & @ est un isomorphisme. En effet, ¢ est surjectif car
9'(Q) = 9(Q) = 9(Q + ker(g)) = 9(Q + f(M)) = g(N) = P. De plus, g’ est
injectif, car ker(9’) = Q@ Nker(g) = @ N f(M) = {0}. Par conséquent, ¢’ est
un isomorphisme. Soit s: P — @ ’application réciproque. Considérer s comme
morphisme dans N. On a alors g o s = idp. O

Définition 2.5.5. On appelle une telle suite scindée.
Exemple 2.5.6. Le 5 de I'exemple ci-dessus est une suite scindée.
Proposition 2.5.7. Soit A un anneau et

00— Mt N—2op g

une suite exacte courte de A-modules, ou P est libre. Alors, la suite est scindée.
En particulier, N = M @ P.

Démonstration. Soit S C P une base de P. Définir un morphisme de A-modules

s: P — N par s(z) € N tel que g(s(z)) = z. Alors, go s = idp, i.e., la suite est
scindée. O

Proposition 2.5.8. Soit A un anneau et S C A multiplicative. Soit f: M — N
un morphisme de A-modules. Alors,

ker(S™1f) = STl ker(f) et im(S™1f) = STHm(f).

Démonstration. Pour %t € S~'M, son image par S™!f est I’élément ﬂsﬂl
de STIN. D’on légalité im(S™1f) = S~lim(f) et Iinclusion ker(S=1f) D
S~1ker(f). Pour montrer que ker(S™!f) C S™!ker(f) soit 2 € ker(S™'f).
Comme ﬂsﬂl =0, il existe ¢ € S tel que tf(m) = 0 dans N. Alors, tm € ker(f)
et 2 =12 ¢ 5=lker(f). O

Corollaire 2.5.9. Soient A un anneau et S C A une partie multiplicative. Soit

f1 fa
0 1M1 M2 M3 0

une suite exacte courte de A-modules. Alors, la suite courte induite par locali-
sation

57 f 5712
0——=S-'M; —=S"'My —=S-TM;3——=0
est exacte. O

Corollaire 2.5.10. Soit A un anneau intégre. Soit

0 M, f1 M, f2 M, 0

une suite eracte courte. Alors, rang(My) = rang(My) + rang(Ms).



68 CHAPITRE 2. MODULES

2.6 Modules de torsion

Opposé aux modules libres sont les modules de torsion. On s’interessera dans
ce paragraphe a la notion de torsion.

Définition 2.6.1. Soient A un anneau et M un A-module. Un élément m de
M est dit de A-torsion, ou de torsion tout court, s’il existe un élément régulier
a € A tel que am = 0.

Exemple 2.6.2. 1. Tous les élément du Z-module Z/nZ, n un entier non
nul, sont de Z-torsion. Mais aucun entre eux, sauf 0, n’est de Z/nZ-torsion.

2. Dans un A-module libre 0 est le seul élément de A-torsion.

Proposition 2.6.3. Soient A un anneau et M un A-module. Le sous-ensemble
de M des éléments de A-torsion est un sous-A-module.

Démonstration. Soit R C A 'ensemble des éléments réguliers de A. Alors, le
sous-ensemble des éléments de A-torsion est le noyau du morphisme M —
R~'M, donc est un sous-A-module de M. O

Définition 2.6.4. Soient A un anneau et M un A-module. Le sous-A-module
de M des éléments de A-torsion est appelé le sous-module de torsion de M, noté
par Miqors. Lorsque Miors = M on dit que M est un module de torsion. On dit
que M est sans torsion si Mg = 0.

Exemple 2.6.5. 1. Le sous-module de torsion du Z-module M = 7Z" &
ZIpy'Z® - B ZL)perZ est Myors = Z/p7' 7 & -+ - D Z ) pSriZ.

2. Les modules libres sont sans torsion.

Proposition 2.6.6. Soit M un A-module. On a
1. (Miors)tors = Miors, 1.€., Miors €st un module de torsion;
2. (M/Miops)tors = 0, i.€., M/ Miops est sans torsion.

Démonstration. 1. L’inclusion C est évidente. Pour montrer ’autre inclusion,
soit m € Miops. Il existe s € A régulier tel que sm = 0 dans M. Mais Mg est un
module lui-méme et m € Miops avec sm = 0 dans Migps, c-2-d, m € (Miors)tors-

2. Soit & € M/M;os de A-torsion. Il existe donc s € A régulier tel que
s = 0 dans M/M;ops. Soit m € M tel que sa classe modulo My, ™ soit
égale & z. Alors, st = s - = sz = 0. D'oll, sm € M. Cela veut dire qu’il
existe ' € A régulier tel que s'(sm) = 0 dans M. Mais ss’ € A est régulier
et (ss')m = s(s'm) = 0, donc m € Miors. Par conséquent, 2 = m = 0 dans

M/ Miors. O

L’interét de la proposition précédente est que I’on a pour tout A-module M
une suite exacte

0 T M L 0,

ou T = Miors et L est le quotient de M par Miq.s. D’aprés la proposition
précédente, tout A-module M est une extension d’un module sans torsion L par
un module de torsion T

Proposition 2.6.7. Soit A un anneau principal. Soit L un A-module de type
fini sans torsion. Alors, L est libre.
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Démonstration. Soit K le corps de factions de A. Comme L est de type fini, le
K-espace vectoriel Ly est de dimension finie. Soit {vy,...,v,} une base de Lg.
Considérer I comme sous-A-module de Ly . Soit S C L un systéme générateur
fini. Tout élément s € S s’écrit comme s = Z?:l Aivi, ou A; € K. 1l existe
as € A, as # 0 tel que asA; € A quel que soit i. Soit a = Hses as. Alors, a £ 0
et al C (vy,...,v,). Autrement dit, L est contenu dans le sous-A-module de
Lk engendré par {%%,...,*=}. Ce dernier sous-module est libre de rang n car
{v1,...,v,} est une base de Lg. D’aprés Exercice 180, L peut étre engendré

par n éléments wy, ..., w,. Regardons le morphisme de A-modules
fi A" — L

défini par f(e;) = w; quel que soit i. Comme {wy, ..., w,} est générateur, f est
surjectif. Montrons que f est aussi injectif. Le morphisme K-linéaire induit fg
est un morphisme de K" dans Lg. De plus, fi est surjectif et K™ et Li ont la
meéme dimension. Par conséquent, fx est injectif. Il s’ensuit que f est injectif
et donc que f est un isomorphisme. O

Théoréme 2.6.8. Soit A un anneau principal. Soit M un A-module de type
fini. Soit r le rang de M. Alors, il existe un A-module de torsion T tel que M
soit isomorphe a la somme directe T'® A”. De plus, T est un A-module de type

fini.

Démonstration. Soit T' le module de torsion Mio.s de M. Soit L le quotient
de M par T. Alors, L est de type fini et sans torsion. D’aprés la proposition
précédente, L est un A-module libre. Comme Mg = Lg, ol K désigne le corps
de fractions de A, L est libre de rang r. On a alors une suite exacte courte

0 T M A" 0.

Une telle suite est toujours scindée, en particulier, M est isomorphe a T @ A”.
On en déduit également que 7" est un quotient de M par A" et donc que T est
de type fini. O

Dans la suite de cette Section on étudiera les modules de torsion de type
finl sur un anneau principal. Soit désormais A un anneau principal. Soit T
un A-module de torsion et de type fini. Il existe alors un entier n € N et un
morphisme surjectif f: L — T, ou L est libre de rang n. Autrement dit, T est
isomorphe au quotient d’un module libre L de rang n par un sous-A-module, a
savoir M = ker(f). Le module M est tel que le quotient L/M est de torsion.

Théoréme 2.6.9. Soit A un anneau principal. Soit L un A-module libre de
rang n. Soit M un sous-A-module de L tel que le quotient L/M soit de torsion.

Alors, il existe une base {e1,... ,en} de L et il existe dy, ... ,d, € A tels que
1. M soit engendré par {die1, ... ,dnen}, et
2. d; divise digq pouri=1,... ,n—1.

De plus, si une base {e},... e} de L et dy,..., d, € A satisfont également

conditions 1 et 2, alors d} et d; sont associés, quel que soit 1.
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Démonstration. Par récurrence sur n. Si n = 0, ’énoncé est trivial. Supposons
I’assertion est vraie au rang n — 1, ou n € N, n > 1. Soit L un A-module libre
de rang n et M C L un sous-A-module tel que L/M soit de torsion.

Soit f: L — A un morphisme de A-module. L’image directe f(M) est alors
un idéal de A. Comme A est noetherien, il existe, d’aprés Zorn, un morphisme
f: L = A tel que f(M) soit maximal. Comme A est principal, il existe dy € A
tel que f(M) = Ady. Soit my; € M tel que f(m1) = dy.

On montre qu’il existe e; € L tel que my = dyep. On montre cela en montrant
que g(my) est divisible par d; pour tout morphisme g: L — A. Soit g: L — A
donc un morphisme. Montrons que g(m1) est contenue dans f(M). Soit ¢ =
g(m1), et soit b un générateur de I'idéal Ad;+ Ac. Tl existe alors z, y € A tels que
b = zdy+yc. Considérons le morphisme h = zf+yg: L — A. Comme h(m;) = b,
I'imegae directe h(M) contient Ab qui contient Ad;. Par construction de f,
h(M) = f(M). En particulier, b € f(M), d’ott Ady + Ac = Ab C f(M) = Ady
et donc ¢ € Ad;.

Par ce qui précéde, il existe e; € L tel que my = dye;. Comme f(my) = di,
on a que dif(e1) = f(dier) = f(my) =d, ie., f(er) = 1.

Montrons que L est somme directe de Ae; et ker(f). Soit v € Ae; Nker(f).
Alors, v = aey pour certain a € A. Mais aussi 0 = f(v) = f(ae;) = a. Dol v =
0, ce qui montre que Ae; Nker(f) = {0}. Puis on montre que Aey + ker(f) = L.
Soit v € L. On écrit v = f(v)ey + (v — f(v)e1), et on a bien-stur f(v)e; € Aey et
v — f(v)er € ker(f). Par conséquent, L = Aey & ker(f).

De méme, M est somme directe de Am; et M N ker(f). En effet, on a
Amy N (M Nker(f)) C Aey Nker(f) = {0}. De plus, lorsque v € M, on a
f(v) € f(M) = Adi. D’ou v € Amq + (M Nker(f)).

Comme ker(f) est libre de rang n — 1 et M N ker(f) est un sous-module
tel que ker(f)/(M N ker(f)) soit de torsion, on a, par récurrence, une base
€a,...,en € ker(f) et da,...,dn € A tels que

1. M N ker(f) est engendré par {dsea, ..., dpe,}, et
2. d; divise dj4q pour t =2,... ,n — 1.

Il suit de la somme directe L = Ae; @ ker(f) que {e1,...,e,} est une
base de L. Comme M = Am; + (M N ker(f)), il suit que M est engendré
par {die1,...,dnen}. On montre encore que dy divise ds. Soit g: L — A le
morphisme défini par g(e;) = 0 pour 7 > 2 et g(e1) = g(e2) = 1. On a alors,
dy,dy € g(M). En particulier, f(M) C g(M). par maximalité de f, f(M) =
g(M), i.e., dy € f(M) = Ady d’olt d; divise dy. Ceci montre que les conditions
1 et 2 sont satisfaites.

On montre facilement la derniére assertion. O

2.7 Produits tensoriels

Définition 2.7.1. Soit A un anneau et soient M, N et P des A-modules. Une
application f: M x N — P est A-bilinéaire, ou bilinéaire, lorsque f(am +
am',n) = af(m,n) + ' f(m',n) et f(m,an + a'n’) = af(m,n) + o’ f(m,n’)
quels que solent m,m’ € M, n,n’ € N et a,d’ € A.

Soit f: M x N — P une application A-bilinéaire. Soit n € N fixé. L’appli-
cation de M dans P qui envoie m sur f(m,n) est un morphisme de A-modules.
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En particulier, f(0,n) = 0 quel que soit n € N. De méme, f(m,0) = 0 quel que
soit m € M.

Exemple 2.7.2. 1. La loi multiplicative -: A x A — A est A-bilinéaire.
2. L’application nulle de M x N dans P est A-bilinéaire.

3. Soient a, b € Z premiers entre eux. L’application nulle de Z/aZx Z/bZ dans
un Z-module P est la seule application bilinéaire de Z /aZ x Z/bZ dans P.
En effet, soit (m,n) € Z/aZ x 7 /bZ. Soit ¢ € 7 tel que ac = 1 dans Z /bZ.
Alors, f(m,n) = f(m,acn) = af(m,cen) = f(am,en) = f(0,en) = 0.

Soient M et N des A-modules. On va montrer qu’il existe une application
bilinéaire universelle de M x N dans un A-module P:

Soit L le A-module libre AMM*N) Soit b: M x N — L Papplication définie
par b(m,n) = (m,n). On va rendre b A-bilinéaire en quotientant par un sous-
A-module de L: Soit B C L le sous- A-module engendré par les éléments

(am + a'm’,n) —a(m,n) — d'(m’,n), (m,an + a’'n’) — a(m,n) — a’(m,n’),

on mym' € M, n,n" € N et a,a’ € A. Soit 7: L — L/B le morphisme de
passage au quotient. Alors, Tob: M x N — L/B est A-bilinéaire. On note le
quotient L/B par M ®4 N et I'image d’un couple (m,n) dans M ®4 N par
mQ@n.

Définition 2.7.3. Soient M et N des A-modules. Le A-module M @4 N est le
produit tensoriel de M et N. Un élément de M @4 N s’appelle un tenseur. Un
élément du type m @ n est un tenseur simple.

Propriété Universelle. Soient M et N des A-modules. L’application @ A-
bilinéaire de M x N dans M®@a N qui envoie (m, n) sur m@n est universelle, c-a-
d, pour tout A-module P et pour toute application A-bilinéaire f: M x N — P il
existe un unique morphisme de A-modules g: M4 N — P tel que le diagramme
suivant commute :

MxN—25Meo,N

\lg

P

Démonstration. Soit f: M x N — P une application A-bilinéaire. D’apres la
propriété universelle du A-module libre, il existe un morphisme de A-modules
F: L — P tel que F(m,n) = f(m,n) quel que soit (m,n) € M x N. Comme f
est A-bilinéaire,

F((am+ a'm',n) — a(m,n) —a’'(m',n)) =

~—

—aF(m,n)—dF(m',n) =
—af(m,n)—df(m',n)=0

= F(am+a'm',n

~—

= flam +a'm',n

et de méme F((m,an+a’'n’)—a(m,n)—a’(m,n’)) = 0 quels que soient m, m’ €
M, n,n’ € N et a,a’ € A. Par conséquent, F(B) = {0}. D’apres la propriété
universelle su quotient, il existe un morphisme de A-modules g: M ®4 N — P
tel que g(m®n) = f(m, n) quel que soit (m, n) € M x N. Cela montre I’existence
de g.
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Montrons ensuite 'unicité de g. Soit ¢’ : M®4 N — P aussi un morphisme de
A-modules tel que ¢'(m®mn) = f(m,n). On a alors un morphisme de A-modules
g om: L = P tel que (¢ o w)(m,n) = f(m,n) quel que soit (m,n) € M x N.
Or, F': L — P satisfait aussi F/(m,n) = f(m,n) quel que soit (m,n) € M x N.
D’apres 'unicité dans la propriété universelle du A-module libre L, g’ o7 = F.
Or,g: M®4 N — P satisfait aussi gom = F'. D’aprés 'unicité dans la propriété
universelle du quotient, ¢’ = g, ce qui montre 'unicité de g. [l

Exemple 2.7.4. Soient a,b € Z premiers entre eux. Alors, Z/aZ @z Z [bZ =
0. En effet, on a vu que toute application Z-bilinéaire de Z/aZ x Z/bZ dans
n’importe quel Z-module P est ’application nulle. Par conséquent, I’application
nulle Z /aZ x Z /bZ — 0 est universelle, i.e., Z/aZ @z Z [bZ = 0.

Proposition 2.7.5. Soit M un A-module. Alors, A@a M = M.

Démonstration. Soit 3: A x M — M Dapplication définie par S(a, m) = am.
Evidemment, 8 est A-bilinéaire. On montre que 3 est universel pour pouvoir
conclure que A @4 M = M. Soit f: A x M — P une application A-bilinéaire.
Lorsque g: M — P est un morphisme de A-modules tel que (g o 8)(a, m) =
f(a, m) quel que soit (a, m) € Ax M, alors on a forcément g(m) = (goB)(1,m) =
f(1,m). Ce qui montre 'unicité de g. Pour en montrer I’existence, on définit
g: M — P par g(m) = f(1,m). Alors, g est un morphisme de A-modules et
(g o B)(a,m) = glam) = ag(m) = af(1l,m) = f(a,m) quel que soit (a, m) €
A x M. Cela montre 'existence. O

Proposition 2.7.6. Soient M et N des A-modules. Alors, M@a N = N@s4 M.
Démonstration. Exercice. O

Proposition 2.7.7. Soient M, N et P des A-modules. Alors,
M®a(N@P)=s (M®R4N)® (M4 P).

Démonstration. Montrons que (M ®4 N) & (M @4 P) satisfait la propriété
universelle du produit tensoriel de M et N @ P. Soit

ﬂ1M)<(1VGBP)—)(M®A1V)@(1M®AP)

définie par f(m,n @ p) = (m @ n) B (m @ p). On vérifie facilement que 3 est
A-bilinéaire. Pour montrer que 5 est universelle, soit v: M x (N & P) — @
une application A-bilinéaire. Considérons N et P comme sous-A-modules de la
somme directe N @ P. On a alors deux applications A-bilinéaires v; = yarxn
et v2 = Y xp. D’apres la propriété universelle du produit tensoriel, il existe
des morphismes de A-modules g1: M @4 N = Q et go: M @4 P — @ tels que
g1(m,n) = y(m @ n) et ga(m,p) = y(m ® p) quels que soient m € M, n € N
et p € P. Le morphisme de A-modules g: (M ®4 N)® (M ®4 P) — @ défini
par g((m ®@n) & (m' @ p)) = g1(m @ n) + ga(m’' @ p) satisfait alors go f = ~.
L’unicité de ¢ se montre facilement. Par conséquent, 3 est universelle et donc
en particulier (M @4 N)@® (M ®4 P) est isomorphe & M ®4 (N & P). O

Proposition 2.7.8. Soit A un anneau et I C A un idéal. Soient M et N des
A-modules. Alors,

(M ®@a N)/I(M®a N)Za/r (M/IM) @41 (N/IN).
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Démonstration. Soit B: M x N — (M ®a N)/I(M ®4 N) Dapplication A-
bilinéaire définie par f(m,n) = m(m ® n) ou 7 est le morphisme de passage au
quotient de M ®4 N par I(M ®4 N). Comme S(m,n) = 0 lorsque m € IM ou
n € IN, on a une application

B: (M/IM) x (NJIN) — (M ®4 N)/I(M ®4 N)

définie par B(@, @) = B(m,n). Evidemment, § est A-bilinéaire. On montre
facilement que 3 est universelle et donc que (M®4 N)/I(M® 4 N) est isomorphe
a(M/IM)@ayr (N/IN). O

Proposition 2.7.9. Soit A un anneau et S C A multiplicative. Soient M et N
des A-modules. Alors,

S_l(M XA N) So_1y (S‘lM) Reg-14 (S_lN)
Démonstration. Exercice. O

Proposition 2.7.10. Soient M et N des A-modules. Alors, M @4 N est en-
gendré par les tenseurs m@n, ou m € M et n € N.

Démonstration. Soit P C M ®4 N le sous-A-module engendré par les ten-
seurs simples m ® n. Soit f: M x N — P I’application A-bilinéaire définie par
f(m,n) = m @ n. D’apres la propriété universelle, il existe un morphisme de
A-modules g: M @4 N — P tel que g(m®@n) = m@mn. Soiti: P> M @4 N
I'inclusion. On a alors un morphisme de A-modules io g de M ®4 N dans lui-
méme satisfaisant (io g)(m®@n) = m@n. Or, I'identité id sur M ® 4 N satisfait
aussi id(m®n) = m®n. D’aprés 'unicité, iog = id. Par conséquent, I’inclusion
1 est surjective, c-a-d, P = M ®4 N. O

Proposition 2.7.11. Soient M et N des A-modules libres de bases S et T
respectivement. Alors, le produit tensoriel M @4 N est libre de base

{s@t|se S ,teT}.

Démonstration. On montre d’abord que {s®t|s € S;t € T} engendre M @4 N.
D’apres la proposition précédente il suffit de montrer que tout tenseur simple
m ® n est une combinaison linéaire de s @ ¢, s € S et t € T. Mais S engendre
M et T engendre N donc il existe a; € A et by € A, presque tous nuls, tels que
m=> assetn=> bt. Alors,

men= (Zass)t@(z:btt) = Z asb, - s®@t.

SES teT SESLET

Cela montre que {s®1t|s € S,t € T} est générateur.

Ensuite on montre que {s ® ¢t |s € S,t € T} est libre. Soit as; € A presque
tous nuls tels que Y as; s ®t = 0. On va montrer que tous les a,; sont nuls.
Soient s € S et t € T. Soit p,: M — A le morphisme de A-modules défini par
©s(s') = ds,50 quel que soit s’ € S. De méme, soit ¥y: N — A le morphisme de
A-modules défini par ¢4 (') = &+ quel que soit ¢’ € T. Soit f: M x N — A
I’application définie par f(m,n) = ¢s(m) - ¥:(n). Alors, f est A-bilinéaire. Par
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conséquent, il existe un morphisme g: M @4 N — A tel que g(m®n) = f(m, n).
On a alors

0=g( Z asrp s’ @t') =

s'ESLET
= Y e gl el)=
s'eSteT
2 v 1.0 =0
s'eSit'eT
Cela montre que {s®t|s € S,t € T} est libre. O

Corollaire 2.7.12. Soient M et N des A-modules libre de rang fini. Alors,
M ®4 N est libre de rang fini et on a

rang(M ®a N) = rang(M) - rang(N).
En particulier, lorsque A est un corps,
dim(M ®4 N) =dim(M) -dim(N). O

Corollaire 2.7.13. Soit A un anneau intégre. Soient M et N des A-modules
de type fini. Alors,

rang(M ®a N) = rang(M) - rang(N).

Démonstration. Soit K le corps de fractions de A. On a

rang, (M ®4 N) = dimg (M ®4 N)k)
=dimg (Mg @k Nk) =
=dimg (Mg) - dimg (Ng) =
=rang, (M) -rang 4 (N).

O

Soient f: M — M’ et g: N — N’ des morphismes de A-modules. On définit
un morphisme de A-modules induit

fRg: M4 N — M ®4 N'.

En effet, soit h: M x N — M'®4 N’ I’application définie par h(m,n) = f(m)®
g(n). Alors, h est A-bilinéaire, donc il existe un unique morphisme f ® g de
M ®4 N dans M’ @4 N’ tel que (f @ g)(m ® n) = f(m) @ g(n) quel que soit
mée M et n € N. On a les propriétés habituelles :

Proposition 2.7.14. Soient A un anneau.

1. Soient f: M — M', g: N = N', f'' M' — M" et g': N' — N" des
morphismes de A-modules. Alors, (f' @¢')o(f®g) = (f'of)® (9 0g).

2. idM®idN:idM®AN. O



2.8. LEMME DE NAKAYAMA 75

Théoréme 2.7.15. Soit 0 M ! N g P 0 wune suite exacte

de A-modules. Soit @ un A-module. Alors, la suite induite

®f ®
Q@AMLQ®ANQ—Q>Q®P—>O

est exacte. De plus, lorsque la suite () M ! N—21sp 0 est

scindée, le morphisme idg @ f est injectif.

Démonstration. Montrons que idg ®g est surjectif. Comme Q@4 P est engendré
par les tenseurs simples, il suffit de montrer que tout élément de la forme ¢®@p est
dans I'image de idg ® g. Soient donc ¢ € @ et p € P. Or, g est surjectif, il existe
donc n € N tel que g(n) = p. Alors, (idg ® ¢)(¢ @ n) =idg(g) ® g(n) = ¢ @ p.
Cela montre que idg ® g est surjectif.

Comme go f=0,0ona(idg®g)o(idg® f) =idg® (9o f) =idg ®0=0,
ie., im(idg ® f) C ker(idg ® g).

Pour montrer 'inclusion im(idg ® f) 2 ker(idg ® ¢g) on montre que le mor-
phisme de passage au quotient

T: Qa4 N — L= (Q@AN)/lm(ldQ®f)
envole ker(idg ® ¢g) sur 0. En effet, soit 3: Q@ x N — L I’application bilinéaire
qui envoie (¢g,n) sur (¢ ® n). Comme 3(¢,n) = 0 pour tout n € im(f) quel
que soit ¢ € @, B induit une application v: @ x P — L telle que v(g,g9(n)) =
B(q,n) quel que soit (¢,n) € N. Evidemment, v est A-bilinéaire. Tl existe alors
h:Q®a P — L tel que ¥(q,p) = h(¢ ® p). On a le diagramme
ldQ Xg

QXN—QxP

I
1N

Q@AN—>Q®AP

dans lequel tous les triangles commutent sauf éventuellement celui d’en-dessous.
On va montrer justement que celui-ci commute également. Comme les autres
triangles commutent et comme le carré commute, on a que ho (idg ® g) = 7
sur I'image de @ x N dans Q ®4 N. Or, cette image est I’ensemble des tenseurs
simples dans Q @4 N qui engendrent ce module, on a donc ho (idg ® g) = 7 sur
Q @4 N tout entier. Par conséquent, m(ker(idg ® g)) = {0}, i.e., ker(idg @ ¢) C
im(idg ® f).

Finalement, supposons que la suite 0 M ! N—>p 0 est

scindée. 1l existe alors une retraction r: N — M a f, i.e., 7o f = idy;. Par
conséquent, (idg @ r) o (idg ® f) = idg @ (ro f) = idg ® idy = idggm- En
particulier, idg ® f est injectif. O

2.8 Lemme de Nakayama

Avant d’attaquer le Lemme de Nakayama on généralise la notion du déterminant
d’une matrice nx n.
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Rappelons que S, est le groupe symétrique agissant sur ’ensemble {1, ... ,n}.
On a un morphisme de groupes

sign: S, — {-1,+1}

qui est tel que sign(oc) = —1 pour une transposition o € S,. En général,
sign(c) = (—1)* lorsque o s’écrit comme composition de k transpositions. Ou
encore, sign(o) = (—1)™, ot m est le nombre d’inversions de o, i.e.,

m = Card{(Z,7) |i < j et o(i) > o(J)}.

L’équivalence de ces deux définitions de sign(c) se montre par récurrence sur k.

Soit A un anneau et L = (aj;)i j=1,.. n une matrice nxn & coeflicients dans
A. Le déterminant de L est alors défini comme dans le cas ot A est un corps:

det(L) = > sign(o)aio(1)  *tno(n).
cES,

On a les propriétés usuelles :

Lemme 2.8.1. Soit L = (a;j)i j=1,.. n une matrice nxn a coefficients dans A.
Alors,

1. det(L) = 0 lorsque L a deuz colonnes identiques ;

2. det(L) = >0, (—1)"*a;; L;; quel que soit j, ot Li; est le cofacteur de L
défini par

Lij = det <(C¢kz)k,z=1,...,n> .

kZi,l£]

Démonstration. 1. Supposons que la j-iéme colonne et la k-iéme colonne de L
sont identiques. Soit 7 la transposition qui échange j et k. Soit £ C S,, un sous-
ensemble tel que S, soit la réunion disjointe de E et 7- E. (On peut prendre
par exemple le sous-groupe alterné A4,, de S,). Alors,

det(L) = Z sign(0)aio(1) " Ano(n) =

c€eS,

= D sign(0)ao) no(n) + ) Sign(10)atre(1) nra(n) =
cEE oelE

= Z sign(0)ais(1) - no(n) + Z sign(7)sign(e)aio(1) - - Gno(n) =
oceFE o€E

=0,

car To(i) = o(1) lorsque o (i) # j, k et air0(:) = @io(;) lorsque o (i) est égal & j
ou k.
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2. On se fixe une colonne j € {1,...,n}. On a
det(L) = Z Sign(c)a1o(1) - Gpo(n) =
GES,
= Z > sign(0)a1o() dno(n) =
i=1 g€S,
o(i)=j
= Z“m © D Sgn(0)a1o(1) + Figl)  Gno(n) =
TES,

a(i)=j
_Z +Ja” i

ol cﬁ,—(\i) signifie «omettre le facteur a;,(;y». On explique encore la derniére éga-
lité : Soient i,j € {1,...,n} et soit o € S, tel que (i) = j. Soit

{1, N\ = {1, ..\ {5}

la restriction de o. Il faut montrer que le nombre d’inversions de o est congru
modulo 2 a la somme du nombre d’inversions de 7 et i + j. Considérons les
inversions de o :

Card{(k,) |k < lo(k) >0o(l)} =

— Card{(k, 1) |k #i,1 £ ik <1La(k) > ()} +
+ Card{(;,))|i<l,j >0c(l)} +
+ Card{(k,?) |k < i,o(k) > j} =

=Card{(k,)) |k £, l# i k<l olk)>cl)}+
F((G 1) - Card{(i,)]i > 1 > o)) +
+((i— 1) — Card{(k,i) | k < i,0(k) < j}) =

=Card{(k,) |k #il#ik<lolk)>c()}+i+j+
—2—2.Card{(k,d) | k< i, o(k) <j}

Mais Card{(k,l) |k # 1,1 # i,k < l,0(k) > o(I)} est exactement le nombre
d’inversion de 7, d’ou le résultat. O

Soit C' la matrice des cofacteurs de L, i.e., C' = (¢ij)i j=1,..,n OU
cij = (=1)™* Lj;.

Alors, on a C' - L = det(L)I,, ou I, est la matrice n x n d’identité. En effet,
lelement (7,7) de C' - L est égal &

n n

Y ciiaiz = ) (1) Lijas; = det(L)

i=1 i=1
quel que soit j. De plus, lorsque k # j, 'élément (k, j) de C'- L est égal &

n n

Z Ckiaij = Z(—l)i+k[/ik(1ij = det(L')

i=1 i=1
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ou L' est la matrice que l'on obtient & partir de L en remplacant la k-ieme
colonne par la colonne (a;;)i=1, . ». En particulier, la k-iéme et la j-iéme colonne
de L' sont les mémes. Comme k& # j, on a det(L') = 0. Cela montre que
C L =det(L)],.

Maintenant on est prét pour le résultat principal de ce paragraphe:

Lemme de Nakayama (premiére version). Soit A un anneau et I C A un
wdéal. Soit M un A-module de type fini. Supposons que IM = M. Alors, il existe
z el tel que (1 +2)M = 0.

Démonstration. Soit {m,...,m,} un systéeme générateur de M. Or, M = IM,
d’ol1 z;; € I tels que

n

m; = E Lijm;

=1
quel que soit i. On écrit cela sous la forme

n

> (655 — zij)m; =0

i=1
quel que soit i. Ou encore, avec notation matricielle
(In—X)m =0,

ol I, est la matrice nxn d’identité, X est la matrice (2i;); j=1,...n et m est le
vecteur (m;)i=1, . n». On multiplie 'équation (I, — X)m = 0 par la matrice C'
des cofacteurs de I,, — X, et on obtient alors

(det(In, — X) - I,) m=C- (I, — X) -m=0.

Par conséquent, det(I, — X) - m; = 0 quel que soit i. D’apres la définition du
déterminant, il existe z € I tel que det(l, — X) = 14+ 2. D’ott z € I tel que
(14+2)M =0. O

On rencontre le Lemme de Nakayama plus souvent dans la forme suivante:

Lemme de Nakayama (deuxiéme version). Soit A un anneau local et m C
A son idéal mazrimal. Soit M un A-module de type fini et N C M un sous-A-
module. Supposons que M = mM + N. Alors, M = N.

Démonstration. Considérer le quotient M/N. Evidemment, M/N est un A-
module de type fini. On a m(M/N) = M/N. En effet, lorsque u € M, il existe,
d’aprés I'hypotheése, v € mM et n € N tels que u = v + n. Dans le quotient
M/N on a alors u = v € m(M/N). Cela montre que m(M/N) = M/N. D’apreés
la premiére version du Lemme de Nakayama, il existe z € m tel que (1 +
z)(M/N)=0. Or A est un anneau local et 1 + 2 ¢ m, d’oli 1 + x est inversible
dans A. 1l s’ensuit que M/N = 0,i.e., M = N. O

Corollaire 2.8.2. Soit A un anneau local, m C A son idéal maxrimal, et k =
A/m le corps résiduel. Soit M un A-module de type fini. Soient my,... ,m, € M
tels que leurs images dans M/mM engendrent le k-vectoriel M/mM . Alors,
my,...,m, engendrent le A-module M.
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Démonstration. Soit N C M le sous-A-module engendré par {mq,... ,m,}.
Or, {my,...,m,} engendre M/mM comme A-module, c-d-d, M = N + mM.
D’apres la deuxiéme version du Lemme de Nakayama, M = N, i.e., le systeme
{mi,...,m,} engendre M. O

Corollaire 2.8.3. Soit A un anneau local intégre, soit m C M son idéal maxi-
mal, et k son corps résiduel. Soit M un A-module de type fini. Alors, rang 4, (M) <
dimg (M/mM). Le A-module M est libre de rang dimy, (M /mM) lorsque l’on a

Uégalité rang 4 (M) = dimg (M /mM).

Démonstration. Soient mq,...,m, € M tels que leurs images dans M/mM
constituent une base de M/mM. D’aprés le corollaire précédent, le systeme
{mi,...,m,} dans M est générateur. Il existe alors une surjection f: A" —
M. Le morphisme induit fx: K” — Mg, ou K est le corps de fractions de
A, est donc aussi surjectif. Par conséquent, rang,(M) = dimg(Mg) < n =
dimy (M/mM).

Supposons que I’on a égalité, i.e., rang 4 (M) = n. Le morphisme fx est alors
aussi injectif. Par conséquent ker(f) C ker(fx) N A™ = 0, i.e., f est injectif et
donc un isomorphisme. O
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155. Soit M un A-module. Montrer que
a. 0-m = 0 quel que soit m € M ;
b. (=1) -m = —m quel que soit m € M ;
c. a-0=0 quel que soit a € A;
156. Il n’y a qu’un seul module sur ’anneau nul, le 0-module 0.

157. Soit M un groupe abélien. Montrer que M est un End (M )-module lors-
qu’on définit ¢ - m = ¢(m) pour ¢ € End(M) et m € M.

158. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux.

a. Soit M un B-module. Montrer que ’on définit une structure de A-module
sur M par
a-m= f(a) - m,

ol a € Aet me M. Cette structure de A-module sur le B-module M est
dite obtenue par réduction de scalaires de B a A, parfois notée par 4 M.

b. Soit ¢: M — N un morphisme de B-modules. Montrer que ¢ est A-linéaire
pour les structures de A-modules sur M et N obtenues par réduction de
scalaires, 1.e., ¢: 4 M — 2N est A-linéaire.

c. Supposons que A et B sont des corps et que B, ou plus précisément 4B,
est de A-dimension finie. Montrer que dim(4 M) = dim(4 B) -dim(M) pour
tout B-espace vectoriel M de dimension finie.
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159. Montrer que tout morphisme de groupes abéliens est automatiquement
Z-linéair en n’utilisant que la propriété universelle du groupe abélien Z.

160. Soit M un A-module. L’annulateur de M est par définition
Ann(M)={a€ A|Yme M :a-m=0}.
Montrer que Ann(M) est un idéal de A.

161. Soit M un A-module. Soit 7 C A un idéal contenu dans ’annulateur de
M.

a. Montrer que I’on peut définir une structure de A/I-module sur M par
a-m=a-m.

b. Soient de plus N un A-module avec I C Ann(N) et f: M — N un mor-
phisme de A-modules. Montrer que f est un morphisme de A/I-modules.

162. Solent M et N des A-modules.

a. Montrer que la loi externe sur M x N défini par a- (m, n) = (am, an) fait
du produit M x N un A-module.

b. Soient p: M x N - M et q: M x N — N les projections. Montrer que p
et ¢ sont des morphismes de A-modules.

c. Montrer que M x N muni de ses projections satisfait la propriété uni-
verselle suivante. Pour tout A-module P et pour tous les morphismes
f:P— Metg: P— N il existe un et un seul morphisme h: P — M x N
faisant commuter le diagramme suivant.

On appelle M x N le produit des modules M et N.

163. Soient M et N des A-modules. Dans cet exercice on montrera que le
produit M x N de M et N satisfait encore une autre propriété universelle.
Lorsqu’on veut insister sur cette propriété-ci on note M @ N au lieu de M x N
et m & n au lieu de (m,n), pour m € M et n € N.

a. Soient t: M - M & N et j: M — M & N les injections définies par
ilm) = ma&0et j(n) = 0® n. Montrer que i et j sont des morphismes de
A-modules.

b. Montrer que M & N muni de ses injections i et j satisfait la propriété
universelle suivante. Pour tout A-module P et pour tous les morphismes
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f: M — Petg: N— Pilexiste un et un seul morphismeh: MéN — P
faisant commuter le diagramme suivant.

On appelle M & N la somme directe (externe) des modules M et N.

164. Soit {M; |i € I'} une famille de A-modules. Montrer I’existence d’un A-

module

[

i€l
muni de morphismes f;: [[ M; — M;, i € I, satisfaisant la propriété universelle
suivante. Pour tout A-module N muni de morphismes ¢g;: N — M;, ¢ € I, il

existe un et un seul morphisme h: N — [[ M; tel que f; o h = g; pour tout
i € I. On appelle [ M; le produit des A-modules M;.

165. Soit {M; |i € I} une famille de A-modules. Montrer ’existence d’un A-
module

P M

€1
muni de morphismes f;: M; — @ M;, i € I, satisfaisant la propriété universelle
suivante. Pour tout A-module N et pour tous les morphismes g;: M; — N,

¢ € I, il existe un et un seul morphisme h: @ M; — N tel que ho f; = g; pour
tout ¢ € 1. On appelle @ M; la somme directe des A-modules M;.

166. Montrer par un exemple que [[;.; M; & @;; M;.

167. Déterminer les Z-modules Homg(Z, Z), Homg(Z, Z/n7), (Z./nZ)",
Homgy(7Z /nZ,7.,/mZ), ol m et n sont des entiers non nuls.

168. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Soit L un A-module.

a. Montrer que fi(p) = f o ¢ définit une application f,: Homuy (L, M) —
Homyu (L, N).

b. Montrer que f, est A-linéaire.

c. Soit de plus g: N — P un morphisme de A-modules. Montrer que (g o

f)* = g% 0 fx.
d. Montrer que (idps )x = idHom , (L, M)-
169. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Soit L un A-module.

a. Montrer que f*(¢) = ¢ o f définit une application f*: Homy (N, L) —
Homy (M, L).
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b. Montrer que f* est A-linéaire.

c. Soit de plus g: N — P un morphisme de A-modules. Montrer que (g o
f)* — f‘k o g‘k.

d. Montrer que (idas)* = idHom ,(a,L)-

170. Soient M, N et L des A-modules. Montrer que
a. Homa (M @ N, L) est isomorphe & Homy4 (M, L) x Homa (N, L) ;
b. Homyu (L, M x N) est isomorphe & Homy (L, M) x Homa (L, N);
c. Généraliser & @ M; et [ M;.

171. Soient m et n des entiers non négatifs. Soit Myxm (A) ’ensemble des
matrices n xm a coefficients dans A. Définir

(aij) + (bij) = (aij + bij) et a - (aiz) = (a - aij),
quel que soient (a;;), (bi;) € Mpxm (A4) et quel que soit a € A.
a. Montrer que Myym (A4) est un A-module.

b. Montrer que Myym (A) est isomorphe & A™™.

§2

172. Soit M un A-module. Soit € une collection de sous-A-modules de M.
Montrer que ’intersection () C est un sous-A-module de M.

173. Soit M un A-module. Soient N1, Ny C M des sous-A-modules. Soit
N1+ Ny = {n1 + ns | niy € Ny et no € 1V2}.

Montrer que N1 + N est un sous-A-module de M.

174. Soit M un A-module. Soit N C M un sous- A-modules. Un sous- A-module
P de M est supplémentaire & N lorsque N+ P = M et NN P = (0). Dans ce
cas on dit que M est somme directe (interne) de N et P, noté par M = N & P.
Est-ce qu’un sous-A-module N de M admet forcément un supplémentaire?

175. Soit M un A-module. Soient Ny, No, P C M des sous-A-modules. A-t-on
(Nt + N2)NP=(N1NP)+ (NN P)?

176. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Montrer que
a. f(P) est un sous-A-module de N lorsque P est un sous-A-module de M ;

b. f71(Q) est un sous-A-module de M lorsque @ est un sous-A-module de
N .

bl

c. f7Hf(P)) = P +ker(f) lorsque P est un sous-A-module de M.
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177. Soit A un anneau. Soient M, N et P des A-modules. Soient f: M — P
et g: N = P des morphismes de A-modules. On définit le produit fibré de M
et N sur P par

M xpN={(m,n) e M xN|f(m)=g(n)}.
a. Montrer que M xp N est un sous-A-module du module produit M x N.

b. Soient p: M xp N = M et q: M xp N — N les applications définies par
p(m,n) = m et qg(m,n) = n. Montrer que p et q sont des morphismes de
A-modules.

c. Montrer que M xp N muni de ses projections p et ¢ est universel d’ayant
la propriété que fop = gogq, c-a-d, pour tout A-module L et pour tous les
morphismes de A-modules h: L — M et k: L — N tels que foh=gok,
il existe un et un seul morphisme de A-modules!: L — M xp N tel que
le diagramme suivant commute:

M
h f
P
\ /
g
k
N

d. Soient P’ = im(f) Nim(g), M’ = f~Y(P'), N' = g=(P'), et soient f’ et
g’ les restrictions de f et g & M’ et N', respectivement. Considérer f’ et
g’ comme morphismes de A-modules dans P’. Montrer que M xp N =
M’ xpr N'. (De ce fait, en ce qui concerne les produit fibrés, on peut
toujours supposer f et g surjectifs.)

e. Soit A un corps. Soient M, N, P des A-espaces vectoriels de dimension
finie. Soient f: M — P et g: N — P des morphismes A-linéaires sur-
jectifs. Exprimer la dimension du produit fibré M xp N en fonction des
dimensions de M, N et P.

178. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Montrer qu’il y a une
correspondance entre les sous-A-modules de im(f) et les sous-A-modules de M
contenant ker(f).

179. Soit f: M — N un morphisme de A-modules.

a. Soit S C M un sous-ensemble. Montrer que f((S)) = (f(5)).

b. Montrer que f(P) est de type fini lorsque P est un sous-A-module de M
de type fini.

180. Soit A un anneau, I un idéal de A et M un A-module. Soit

n
IM ={) wim;|z; € [,m; € M et n € N},
i=1

a. Montrer que IM est un sous-A-module de M.
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b. Soit de plus J C A un idéal. Montrer que (I + JYM = IM + JM.
c. Montrer que I(JM) = (IJ)M.

d. Montrer que

(P my) = Prmy),

jed jed
ou les M; sont des A-modules, j € J.
e. Montrer que I(A") = I".

181. Soit M un A-module et I C A un idéal tel que I+ Ann(M) = A. Montrer
que IM =M.

182. Soit M un A-module libre de base £ = {e1,...,em} et N un A-module
libre de base F = {fi,..., fn}. Pour un morphisme A-linéaire ¢: M — N,
définissons la matrice Mr ¢ () de ¢ dans les bases £ et F par Mr g(¢) = (aij),
ol les a;; € A sont déterminés par

n

wlej) = Z aijfi

i=1
Montrer que I’application
M}jg : Homy (M, N) — Mpsm (A)
est un isomorphisme de A-modules.

183. Soit A un anneau et n un entier non négatif. Soit M, (A) I’ensemble des
matrices n xn a coefficients dans A. Le but de cet exercice est de montrer que
les lois d’addition et multiplication matricielles sur M, (A) en font un anneau.

Soit £ = {e1,...,en} la base standarde du A-module A™. Soit M ’applica-
tion de End4(A") dans M, (A) qui associe & f € Enda(A™) sa matrice Me £(f)
dans la base £.

a. Montrer que M (f +g) = M(f) + M(g) et M(fog) = M(f)  M(g).
b. Montrer que M, (A) est un anneau.

184. Soit A un anneau. Soit n un entier non négatif. Soit £ = {e1,... e}
la base standarde de A"™. Définir ¢; € (A")" par pi(e;) = d;;. Montrer que
EY ={p1,...,pn} est une base de (A™)Y.

185. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Définir f¥: NY — MY
par f¥(p) = o f.

a. Montrer que fY est un morphisme de A-modules de NY dans M.

b. Soit M = A™ et N = A". Soient £ et F les bases standardes de A™ et
A™ respectivement. Montrer que la matrice de f* dans les bases FY et
EY est la transposée de la matrice de f dans les bases £ et F, i.e.,

Mev z(f¥) = Mz e(f)".
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186. Soit M un A-module. Soient S,T° C M des sous-ensembles tels que S C T'.
Montrer que

a. S est un systéme libre de M lorsque 7T D’est ;
b. T est un systéme générateur de M lorsque S ’est.
187. Soit M un A-module.
a. Montrer qu’il existe un systeme libre S C M.
b. Montrer qu’il existe un systéme générateur S C M.
c. Montrer qu’il existe un systeme libre maximal B C M.
d. Est-ce que B est nécessairement une base de M7
e. Est-ce que M a nécessairement un systéeme générateur minimal?

f. Montrer que M a un systéeme générateur minimal § C M lorsque M est
de type fini.

g. Est-ce que § est nécessairement une base de M7

188. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Soit S C M un sous-
ensemble.

a. Est-ce que f(S) est générateur de im(f) lorsque S est générateur de M?
b. Est-ce que S est libre si f(S) est libre?

189. Soit A un anneau. Soient M un A-module et S C M un sous-ensemble.
Soit A®®) le A-module libre sur I’ensemble S. Soit f: A®) — M le morphisme
défini par f(s) = s. Montrer que

a. S est générateur de M si et seulement si f est surjectif;
b. S est libre si et seulement si f est injectif;
c. S est une base de M si et seulement si f est un isomorphisme.

190. Soit A un anneau. Soient M un A-module et S C M un sous-ensemble.
Montrer que

a. S est un systéeme générateur de M si et seulement si pour tout A-module
N et pour tous morphismes F,G: M — N, F|s = G|s implique F = G.

b. S est un systéme libre de M si et seulement si pour tout A-module N et
pour toute application f: S — N il existe un morphisme F': (S) — N tel
que Fls = f.

c. S est une base de M si et seulement si pour tout A-module N et pour
toute application f: S — N il existe un et un seul morphisme F': M — N
ayant F|s = f.

191. Soit A un anneau et M un A-module. Soient S,T" C M des sous-ensembles.
Supposons que S est fini et que (S) C (7).

a. Montrer qu’il existe un sous-ensemble fini 77 C T tel que (S) C (T").
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b. Montrer que M est libre de rang fini si et seulement si M est libre et de
type fini.

192.* Soient A un anneau fini et S un ensemble. Montrer que le A-module A®
est libre.

193. Trouver un systeme générateur fini pour le sous-module engendré par S
dans les cas suivants:

a. S est 'ensemble des nombres premiers dans 7Z;
b. S ={(a,b) € Z%|a® +b? > 100} ;
c. S={(a,a®) € Z*|a e Z}.

194.* Soit A un anneau dans lequel chaque idéal est engendré par au plus d élé-
ments. Montrer que chaque sous-A-module de A” admet un systéme générateur
a au plus dn éléments.

195. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Supposons que B, pour la
structure de A-module obtenue par réduction de scalaires, est de type fini.

a. Montrer que 4 M est de type fini lorsque M est un B-module de type fini.
b. Montrer que M est de type fini lorsque 4 M est de type fini.
c. Montrer que B est noetherien lorsque A D'est.

196. Soit f: A — B un morphisme d’anneaux. Supposons que B, pour la
structure de A-module obtenue par réduction de scalaires, est libre.

a. Montrer que 4 M est libre lorsque M est un B-module libre.

b. Supposons que A est non nul et que 4 B est libre de rang n. Montrer que
aM est libre de rang nr lorsque M est un B-module libre de rang r.

197. Soit A un anneau et s € A régulier. Montrer que la localisation A; de A
par s est de type fini en tant que A-module, si et seulement s1 s est inversible

dans A.

198.* Déterminer tous les sous-Z-modules de type fini de Q. Méme question

pour Q/Z.

83

199. Soient M et N des A-modules. Montrer que (M & N)/M est isomorphe
a N. Expliquer pourquoi on n’a pas besoin de la notion de quotients pour les
espaces vectoriels.

200. Soient M; des A-modules, i € I. Soient N; C M; des sous-A-modules,
1 € I. Montrer que

a. P(Mi/Ni) = (B M)/ (D Ni) ;
b. TT(M:/Ni) = (T Mi)/(TT Vi)
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201. Soit M un A-module. Soient Ny, No C M des sous-A-modules tels que
N; C N,. Soit m: M — M/N; le passage au quotient.

a. Montrer que la restriction de m a Ny considérée comme morphisme dans
7(N3) est un quotient de Ny par Np. Ainsi, on identifie m(Ny) et No/Ny.

b. Montrer que 7 induit un isomorphisme de M /N, sur (M/Ny)/(N2/N1).
202. Soit f: M — N un morphisme de A-modules.

a. Soient P C M et Q@ C N des sous-A-modules tels que f(P) € Q. Montrer
que f induit un morphisme f: M/P — N/Q tel que le diagramme

M——N

L

M/P L~ N/

commute, ou les morphismes verticaux sont les passages au quotient.

b. Montrer que ker(f) = f~1(Q)/P.

c. Montrer que im(f) = (im(f) + @Q)/Q.

203. Soit M un A-module. Soient N, P C M des sous-A-modules. Montrer
que (N + P)/P = N/(N NP).

204. Soient M, N et P des A-modules. Soient f: P - M et g: P - N
des morphismes de A-modules. Soit h: P — M @ N le morphisme défini par
h(p) = f(p) ® —g(p). Soit M ®p N le quotient de M & N par im(h). On
appelle M ©p N la somme amalgamée de M et N sur P. On note I'image de
I’élément m & n dans M &p N par m ®p n. Soient de plus i: M — M $p N et
J: N = M @&p N les morphismes définis par i(m) = m ®p 0 et j(n) = 0&®p n.

a. Montrer que io f = jog.

b. Montrer que M &p N muni de ses morphismes i et j satisfait la propriété
universelle suivante. Pour tout A-module @) et pour tous les morphismes
k:M — Qetl: N — @ tels que ko f = [ o g, il existe un et un seul
morphisme u: M &p N — @Q faisant commuter le diagramme suivant.

T

Map N —=Q

N, L

c. Supposons que M, N et P sont des sous-A-modules d’'un A-module K,
que P = M NN, et que f et g sont les inclusions. Montrer que M $p N =
M+ N.
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. Soit P! = P/(ker(f) Nker(g)). Soient f': P — M et g': P/ = N les

morphisme induits. Montrer que M &p N = M ®p: N. (De ce fait, en ce
qui concerne les sommes amalgamées, on peut toujours supposer ker(f) N

ker(g) = {0}.)

. Soit A un corps et soient M, N et P des A-espaces vectoriels de dimension

finies. Soient f: P — M et g: P — N des morphismes A-linéaires tels que
ker(f) Nker(g) = {0}. Exprimer la dimension de M @p N en fonction des
dimensions de M, N et P.

205.* (Théoréme Chinois pour modules) Soit M un A-module.

a.

206.

d.
207.

Soient Ny et Ns des sous-A-modules de M tels que Ny + Ny = M. Soit
f: M — M/Ny & M/N> le morphisme canonique. Montrer que f induit
un isomorphisme de M/(N; N No) dans M /N1 & M/Ns.

. Soient I et I des idéaux étrangers de A. Montrer que M/(I1 N I2) M est

isomorphe & M/I1M @& M/I, M.

. Soit N;, i =1,...,n, une famille de sous-A-modules de M telle que

M+ﬂM:M
i
quel que soit 4. Soit f le morphisme canonique de M dans €, M/N;.
Montrer que f induit un isomorphisme de M/((); Ni) dans @, M/N;.

. Soit I;, 2 =1,...,n, une famille d’idéaux de A telle que I;4+1; = A lorsque

i # j. Montrer que M /([ ;)M est isomorphe & (M /L; M).

Soient A et B des anneaux. Soit M un A-module et N un B-module.

. Montrer que ’on définit une structure de A x B-module sur M x N par

(a,b) - (m,n) = (am,bn).

. Soient M, M’ des A-modules et N, N des B-modules. Montrer que M x

N 2,45 M’ x N’ si et seulement si M =24 M' et N =g N'.

Soit P un A x B-module. Montrer qu’il existe un A-module M et un B-
module N tels que P =4« M x N. Montrer que M et N sont uniquement
déterminés par P & isomorphisme pres.

Généraliser & un nombre fini d’anneaux.

Soient K et L des corps. Classifier tous les K x L-modules de type fini &

isomorphisme pres. Généraliser a un nombre fini de corps.

208.

Soient A un anneau et I C A un idéal. Montrer que A(S)/]A(S) est

isomorphe a (A/1)(5).

209.
210.

Montrer que I’anneau A[X, ..., X,] n’est pas principal lorsque n > 2.

Soit M un A-module de type fini. Soit

u(M) = pa(M) = inf{Card(S) | S C M est générateur et fini}.

a. Supposons que A est un corps. Montrer que p4 (M) = dimy M.
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b. Supposons que A est un anneau non nul. Montrer que p4(A") = r quel
que soit » € N.

c. Soit N C M un sous-A-module de type fini. Y a-t-il une relation entre
u(M) et u(N)?

d. Soit N C M un sous-A-module. Montrer que u(M/N) < u(M).

e. Montrer que y(M & N) < u(M) 4+ u(N), on M et N sont des A-modules
de type fini.

f. Montrer par un exemple que p(M @ N) n’est pas forcément égal & p(M)+
H(N).

g. Soit I C A un idéal, I C Ann(M). Montrer que g/ (M) = pa(M).
h. Soit I C A un idéal. Montrer que pq,r(M/IM) < pa(M).

i. Montrer par un exemple que pa;r(M/IM) n'est pas forcément égal a
pa(M).

84
211. Soit A un anneau et S C A multiplicative.

a. Soient M et N des A-modules. Montrer que S~ (M @ N) = (S~1M) &
(S7IN).

b. Soit M; un A-module, quel que soit ¢ € I, Montrer que S‘l(@iel M;) =
Dicr(S™HM;).
c. A-t-on un isomorphisme S_l(HieI M;) = HieI(S_lMi)?

212. Soit A un anneau et S C A multiplicative. Soit M un A-moduleet N C M
un sous- A-module. Soit i: N — M I’inclusion.

a. Montrer que le morphisme S™'i: ST'N — S~ M est injectif. On identi-
fiera ST1 N avec son image dans S™! M.

b. Montrer que (S™'M)/(S™'N) = S=1(M/N).

213. Soit A un anneau, S C A multiplicative et M un A-module. Montrer que
S—IM est de type fini en tant que S~—!A-module lorsque M est un A-module
de type fini.

214. Soit A un anneau integre et M un A-module. Est-ce que M est de type
fini lorsque M est de rang fini?

215. Soit A un anneau intégre. Soit M un A-module et N C M un sous-A-
module. Montrer que rang(N) < rang(M).

216. Soit A un anneau intégre et K son corps de fractions.

a. Lorsque M est un A-module, le morphisme induit (idys)x par idy est
égal a 'identité idyy,, .



90

217.

218.

219.
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. Soient f: M — N et g: N — P des morphismes de A-modules. Montrer

que (go flxk = gk o fx.

. Montrer que fx est un isomorphisme lorsque f: M — N est un isomor-

phisme. Est-ce que le réciproque est vrai?
Soit A un anneau.

Soient M et N des A-modules. Montrer que supp(M & N) = supp(M) U
supp(N).

. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Montrer que supp(M) =

supp(ker(f)) U supp(im(f)).

. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Montrer que f = 0 lorsque

supp(M) Nsupp(N) = 0.

. Soit N C M un sous-A-module. Montrer que supp(N) C supp(M).
. Soit N C M un sous-A-module. Montrer que supp(M/N) C supp(M).

. Soit I C A un idéal et soit M un A-module. Montrer que

supp 4,7 (M/IM) = supp 4 (M) N Spec(A/I).

. Soit S C A multiplicative et soit M un A-module. Montrer que

suppg-14 (ST M) = supp 4 (M) N Spec(S~1 A).

Soit A un anneau.

. Soit M un A-module. Montrer que supp(M) C Spec(A/Ann(M)).

. Montrer que supp(M) = Spec(A/Ann(M)) lorsque M est de type fini.

§5
a. Soient K un corps et

0 Vi fo Vi f1 o Frn-1 v, 0

une suite exacte de K-espaces vectoriels de dimension finie. Montrer que

n

> (=1)" dim(V;) = 0.

i=0

. Soient A un anneau et

0 1 frn-1
0 MO S ]\41 S e Mn 0

une suite exacte de A-modules de type fini. Montrer que

n

> (~1)'rang(M;) = 0.

=0
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220. Soit A un anneau integre. Soit f: M — N un morphisme de A-modules,

M étant de type fini. Montrer que rang(ker(f)) + rang(im(f)) = rang(M).

§6

221. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Montrer que f(Miors) C
Ntors~

222. Montrer que ’on ne peut définir le sous-module de «sans torsion» Mgt
d’'un A-module M tel qu’on ait f(Ms) C Ny pour chaque morphisme de A-
modules f: M — N.

223. Soit A un anneau intégre et K son corps de fractions. Soit M un A-module

et

)AL ogn oy o

une suite exacte courte.
a. Montrer que M est un A-module de torsion.

b. Soit L la matrice de f dans la base standard. Montrer que det(L) €
Ann(M).

c. Montrer par un exemple que det(L) n’est pas forcément un générateur de
I'idéal Ann(M).

d. Montrer que f est surjectif si et seulement si det(L) € A*.
224.* Soit A un anneau principal.
a. Soit M un A-module de type fini sans torsion. Montrer que M est libre.

b. Soit M un A-module de type fini. Montrer que M est isomorphe & une
somme directe T'@ L de A-modules ou T est de torsion et L est libre.

225. a. Soit A un anneau dans lequel chaque élément régulier est inversible.
Montrer que tout A-module est sans torsion.

b. Soit A un anneau fini. Montrer que tout A-module est sans torsion.

c. Montrer qu’un module de type fini sans torsion n’est pas forcément libre.
87

226. Soient M et N des A-modules libres de rang fini. Montrer que les A-
modules Homy (M, N) et MY ®4 N sont isomorphes.

227. Soient M, N et P des A-modules. Soit §: M x N — P une application A-
bilinéaire. Soient f: M’ — M, g: N' — N et h: P — P’ des morphismes de A-
modules. Montrer que ' : M'x N’ — P’ définie par §'(m,n) = h(B(f(m),g(n)))
est une application A-bilinéaire.

228. Soit #: M x N — P une application A-bilinéaire. Soit M’ C M un
sous-A-module tel que f(m,n) = 0 quel que soit (m,n) € M’ x N. Montrer
qu’il existe une unique application A-bilinéaire §: (M/M') x N — P telle que

B(m,n) = f(m,n) quel que soit (m,n) € M x N.
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229. Soit I C A un idéal. Soient M et N des A-modules. Montrer I'isomor-
phisme (M ®a N)/I(M @4 N) =41 (M/IM) ®4/; (N/IN) en montrant que
le produit tensoriel (M/IM) ®4/r (N/IN) satisfait la propriété universelle du
quotient (M ®4 N)/I(M ®a N).

230. Soit A un anneau et S C A multiplicative. Soient M et N des A-modules.
Montrer I’isomorphisme S™! (M @4 N) Zg-14 (S7'M) ®@5-14 (ST N) de deux

facons :

a. en montrant que S~ (M ® 4 N) satisfait la propriété universelle du produit
tensoriel ;

b. en montrant que (S™!M) ®@g-1, (ST N) satisfait la propriété universelle
de la localisation S™!'(M @4 N).

231. Soit K un corps et V un K-espace vectoriel de dimension 2. Déterminer
le sous-ensemble des tenseurs simples dans V ®g V.

232. Soient M et N des A-modules. Soient S C M et 7' C N des systémes
générateurs. Montrer que {s @t |s € S, t € T} est un systéme générateur de

M @4 N.

233. Soient a,b € Z. Déterminer d € Z tel que Z/aZ ®gz Z /bZ soit isomorphe
a Z/dZ.

234. Soit I C A un idéal et M un A-module.

a. Montrer qu’il y a un morphisme de A-modules f de I ® 4 M dans M qui
envoie £ ® m sur zm.

b. Montrer que im(f) = IM.

235. Soient My,..., M, des A-modules. Une application f de []'_, M; dans
un A-module N est multilinéaire lorsque

! ! A
f(my,...,am; +a'mi,... ,my,) =
—_ ! 1
=af(my,...,mi,...,my)+d' f(my,...,m;,... my)
quels que soient my, ... ,m,,m; € M;, a,a’ € Aet 1 <i<n.

a. Montrer qu’il existe un A-module ®?:1 M; et une application multilinéaire
® de [[ M; dans @ M; qui est universelle.

b. Soient M, N et P des A-modules. Montrer que M @4 N @4 P =4 M ®4
(N ®a P).

c. Soient M, N et P des A-modules. Montrer que (M @4 N) @4 P =4
M ®q (N X a P)

236. Soit M un A-module. Soit n un entier non négatif. Soit 7% (M) = Q:_, M.
Soit R (M) le sous-A-module de T} (M) engendré par les éléments

M mMa®@ - dMp Q@ - QMg -+ Qmy +
—ml®m2®"'®mq®"'®mp®"'®mn
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quels que soient my,...m, € M et 1 < p < ¢ < n. On pose Sym’; (M) le
quotient de T3 (M) par R%(M). On appelle Sym’; (M) la puissance symétrique
n-iéme de M. On note la classe dans Sym’; (M) d’un élément my ® - - - ®@ m,, de
T7% (M) encore par m; ® ---® m,,. Le but de cet exercice est de montrer qu’elle
satisfait une propriété universelle.

On appelle une application multilinéaire f: M™ — N dans un A-module N
symétrique lorsque

flma, ... omp, ... ,mg, ... ,my) = f(ma,... ,mg,...,mp,...,my)
quels que soient mq,...,my € Met 1 <p<q<n.
a. L’application g de M™ dans Sym"} (M) qui envoie (my,...,my,) sur m; ®

-+ ® my, est multilindaire symétrique.

b. Soit N un A-module et f: M™ — N multilinéaire symétrique. Montrer
qu’il existe un unique morphisme de A-modules g: Sym’ (M) — N tel
que le diagramme suivant commute :

M™ — Sym}; (M)
9

v
N

f

c. Montrer que Sym’; (M) est libre lorsque M Dest.

(ndr=1)!

=TT lorsque M est libre de

d. Montrer que Sym’; (M) est libre de rang
rang r.

e. Soit I C A un idéal. Montrer que Sym’y (M)/ISym’; (M) est isomorphe &
SymZ/I(f\J/IA/I)

f. Soit T" C A multiplicative. Montrer que T~1Sym’; (M) est isomorphe &
Symf_i 4 (T~ M).

g. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Montrer qu’il existe un
unique morphisme de A-modules Sym’; (f): Sym’ (M) — Sym/, (N) tel
que le diagramme suivant commute :

M" ! N™
Sy (M) —goe Sym3 (V)

237. Soit M un A-module. Soit T%(M) = ®;_, M. Soit P} (M) le sous-A-
module de 7% (M) engendré par les éléments de la forme

m1®m2®...®mp®...®mq®...®mn

ot m; € M avec m, = my, et 1 < p < ¢ < n. On pose Ay M le quotient
de T% (M) par P3(M). On appelle A", (M) la puissance extérieure n-iéme de
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M. On note la classe dans /\Z M d’un élément my @ -+ @ my, de T4 (M) par
myA---Amy,. Le but de cet exercice est de montrer qu’elle satisfait une propriété
universelle.
On appelle une application multilinéaire f: M™ — N dans un A-module N
alternée lorsque
fmi,... ,mp, ... ,mg,... ,m,) =0

quels que soient my,...,my € M avec m, = my, et 1 <p<q<n.

a. Soit f: M” — N multilinéaire alternée. Montrer que

fmi, .. mp, .o mg, oo ,mp) = —Ff(ma,...,mg, ..., Mp,...,My)
quels que soient mq,... , my € M et 1 <p<q<n.
b. Soit f: M™ — N multilinéaire alternée. Montrer que
F(mo(1y, ..., Mo(n)) = sign(a) - f(mi, ... ,my)

quels que soient my,...,my, € M et o € S,,. Montrer par un exemple que
la réciproque n’est pas vraie.

c. L’application A de M™ dans A"y, M qui envoie (m1,...,m,) sur myA---A
m,, est multilinéaire alternée.

d. Soit N un A-module et f: M” — N multilinéaire alternée. Montrer qu’il
existe un unique morphisme de A-modules g: /\Z M — N tel que le
diagramme suivant commute:

A
M ——= Ny M

‘g

N

e. Montrer que A’} M est libre lorsque M Dest.

f. Montrer que A’y M est libre de rang #‘_n), lorsque M est libre de rang
ret0<n<r.

g. Montrer que Ay M = {0} lorsque M est libre de rang r et n > r.

h. Soit I C A unidéal. Montrer que A"y M/I A’y M est isomorphe & /\Z/I(M/M/I).

i. Soit T' C A multiplicative. Montrer que 7= A"} M est isomorphed A7_, , T~ ' M.

j. Soit f: M — N un morphisme de A-modules. Montrer qu’il existe un
unique morphisme de A-modules A’y f: A4 M — A4 N tel que le dia-
gramme suivant commute :

n

M" N7
NaM NaN

Nalt
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k. Soit f un endomorphisme d’'un A-module libre M de rang r. Soit B une
base de M et soit L la matrice de f dans la base B. Montrer que /\fq f est
la multiplication par det(L).

1. Soit L une matrice nxn & coefficients dans A. Montrer que det(L) = 0
lorsque L a deux colonnes identiques.

m. Soit L = (aj;) une matrice nxn & coefficients dans A. Montrer que det(L) =
St (=1)"*a;;L;; quel que soit j, ot Lj; est le cofacteur de L défini par
Li; = det <((1kl)k,l:1,...,n> .

k#i,l#]

n. Soient L et L' des matrices r x r a coefficients dans A. Montrer que

det(LL') = det(L) det(L').
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Chapitre 3

Algebres

3.1 Algebres et morphismes

Définition 3.1.1. Soit A un anneau (unitair et commutatif). Un A-module B
muni d’une loi interne, notée par -, est une A-algébre lorsque (B, +,:) est un
anneau unitair, pas nécessairement commutatif, et

ALG1 a(b-b') = (ab) - ¥ =b- (ab');

quels que solent @ € A et b,b’ € B. B est une A-algébre commutative lorsque
I’anneau B est commutatif.

Exemple 3.1.2. 1. Chaque anneau B est automatiquement une Z-algebre.

2. Soit A un anneau et A[X] I’anneau des polynémes en X & coefficients dans

A. Alors A[X] est une A-algébre.

3. L’anneau des matrices n x n a coefficients dans un anneau A est une A-
algebre.

4. Lorsque A est un sous-anneau d’un anneau B, B est une A-algebre.
Soit B un anneau pas forcément commutatif. On définit le centre de B par
Cent(B) = {b€ B|VY € B: bb' = b'b}.

Lorsque B est une A-algébre, 'application ¢: A — B définie par p(a) = a-1
est un morphisme d’anneaux. En effet, (1) = 1-1 = 1l et p(a+a’) = (a+a’)-1 =
a-14+a -1=p(a)+ ¢(a') pour tout a,a’ € A, puisque B est un A-module.
De plus, p(a-a') = (a-d') -1 =a-(a 1) =a-p(@) =a- (1)) =
(a 1) pla) = ¢(a) - (') pour tout a,a’ € A. Par conséquent, ¢ est un
morphisme d’anneaux. De plus, I'image de ¢ est contenu dans le centre de B.
En effet, b-p(a) =b-(a-1)=a(b-1) = a(1-b) = (a-1) b= ¢(a) - b quel que soit
b € B. Dot p(a) € Cent(B) quel que soit a € A. Résumant, lorsque B est une
A-algébre, I'application ¢: A — B définie par ¢(a) = a - 1 est un morphisme
s’anneaux tel que ¢(A) C Cent(B).

Réciproquement, lorsque A et B sont des anneaux, B pas forcément com-
mutatif, et ¢: A = B est un morphisme d’anneaux tel que p(A) C Cent(B), on
peut définir une structure de A-algébre sur B: Soit a - b = ¢(a) - b pour a € A
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et b € B. Alors, B est un A-module et satisfait de plus condition ALG1. Donc,
B est une A-algebre.
On a alors:

Proposition 3.1.3. Soit A un anneau. Se donner une A-algébre B équivaut a
se donner un morphisme d’anneauz p: A — B dont l"tmage est contenue dans

le centre de B. O

Dans la suite, on entend par «A-algébre» «A-algebre commutative» pour
simplifier.

Définition 3.1.4. Soient B et C des A-algébres. Une application f: B — C
est un morphisme de A-algébres lorsque f est un morphisme d’anneaux et un
morphisme de A-modules.

Exemple 3.1.5. 1. Chaque morphisme d’anneaux f: B — C' est automati-
quement un morphisme de Z-algébres.

2. L’identité idp est un morphisme de A-algeébres lorque B est une A-algebre.

Proposition 3.1.6. Soient B et C' des A-algébres. Soient p: A — Bety: A —
C' les morphismes d’anneaux correspondants. Une application f de B dans C
est un morphisme de A-algebres si et seulement st f o = 1.

Démonstration. Exercice. O

Proposition 3.1.7. Soient B, C et D des A-algébres. Soient f: B — C et
g: C = D des morphismes de A-algébres. Alors, g o f est un morphisme de
A-algébres.

Démonstration. Exercice. O

Définition 3.1.8. Un morphisme de A-algébres f: B — C est un isomor-
phisme lorsqu’il existe un morphisme de A-algebres g: C' — B tel que gof = idp
et fog = ide. Les A-algebres B et C sont alors dites isomorphes, noté par
B =4 C, ou simplement par B = (. Un morphisme de A-algébres d’une A-
algebre dans elle-méme est un endomorphisme. Un endomorphisme qui est un
isomorphisme est un automorphisme.

I’ensemble des automorphismes d’une A-algébre B est noté par AutA_Alg(B).
Il est clair que Autg_ajz(B) est un groupe.

Exemple 3.1.9. Les seuls automorphismes de C en tant que R-algebre sont
I'identité idg et la conjugaison complexe. Le groupe Aut]}{{_A]g(C) est donc iso-
morphe & Z/27.

3.2 Algéebres de polynémes

Soit A un anneau. L’anneau A[X] de polynomes en X & coefficients dans A est
naturellement une A-algebre. Elle satisafait la propriété universelle suivante :

Propriété Universelle. Soit A un anneau. Pour toute A-algébre B et pour
tout b € B il existe un unique morphisme de A-algébres f: A[X] — B tel que

f(X)=b.
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Démonstration. Exercice. O
Soit n un entier non négatif. L’algebre A[X1,...,X,] des polynémes en
X1,...,X, a coefficients dans A est universelle dans le sens suivant :

Propriété Universelle. Soit A un anneau et n un entier non négatif. Pour
toute A-algébre B et pour tout by, ..., b, € B il existe un et un seul morphisme
de A-algébres f: A[X1,...,X,] — B tel que f(X;) = b; pour touti=1,... n.

Démonstration. Démonstration par récurrence. O

3.3 Extension de scalaires

Soit B une A-algébre. Soit M un A-module. On va définir une structure de
B-module sur le produit tensoriel B ® 4 M. Soit b € B Soit up: B — B la
multiplication par b, i.e., up(b’) = bb’" quel que soit ' € B. L’application py
étant A-linéaire, elle induit un morphisme de A-modules

q)(b)zub®idM:B®AM—)B®AM.

On a ®(b+b) =)+ ®(), ®(bb') = ®(b) o B(b') et (1) =id, i.e.,, d: B —
End(M) est un morphisme d’anneaux. Par conséquent, ® définit une structure
de B-module sur B ®4 M. On a sur les tenseurs simples

b- (b @m) = (bb') @ m.

Définition 3.3.1. Soit B une A-algébre et M un A-module. Le B-module B® 4
M est dit obtenu par extension des scalaires de A a B.

Exemple 3.3.2. Soient K et L des corps, K un sous-anneau de L. Soit V un
K-espace vectoriel. Alors, L ®g V est un L-espace vectoriel. Dans le cas ou

V=K"LexgV=Lox K" = L".

Propriété Universelle. Soit B une A-algébre et M un A-module. Soit f: M —
B ®a M le morphisme de A-modules défini par f(m) = 1 @ m. Alors, f est le
morphisme universel de M dans un B-module, i.e., pour tout B-module N et
pour tout morphisme de A-modules g: M — N, il existe un unique morphisme
de B-modules h: B ®4 M — N tel que le diagramme suivant commute

f
]\/I—>B®_AM
h

v
N

g

Démonstration. Montrons d’abord que 'application f: M — B @4 M est A-
lindaire. Evidemment, f est additive. Soit m € M et a € A. Alors, f(am) =
1® (am) =a-(1®@m)=a- f(m). Cela montre que f est A-linéaire.

Ensuite, montrons que le morphisme f est universel. Soit g: M — N un
morphisme de A-modules ou N est de plus un B-module. Définir §: BxM — N
par B(b,m) = b - g(m). On vérifie facilement que § est A-bilinéaire et induit
alors un morphisme de A-modules h: B®4 M — N tel que h(b@m) = b-g(m).
Vérifions que h est bien B-linéaire. Comme h est déja A-linéaire, il suffit de
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vérifier que h(bz) = bh(z) pour tout b € Bet 2 € B4 M. Mais B®a M est
engendré comme A-module par les tenseurs simples, d’ou il suffit de vérifier cette
égalité pour ceux-la. Soient donc b, b’ € B et soit m € M. Alors, h(b-(b'®@m)) =
h((bb") @ m) = bb'g(m) = b- h(b' ® m). Cela montre bien que h est B-linéaire et
donc I’existence de h.

Pour montrer I’unicité de h, soit h’: B®& 4 M — N aussi un morphisme de B-
modules satisfaisant h’ o f = g. Montrons que h et h’ coincident sur les tenseurs
simples de B ® 4 M. Cela suffira pour montrer que h = h’. Soit donc b € B et
m € M. Alors, K(b@m) =h'(b-(1@m)) =b-A'(1@m) =b-(h o f)(m) =
b-g(m)=h(b®m). O

Corollaire 3.3.3. Soit B une A-algébre. Soient M et N des A-modules. Alors,
B®s(M&N)=p (BRaM)®(B®aN)
B®4 (M ®@aN)=p (B4 M) (B®a N)
Corollaire 3.3.4. Soit B une A-algébre. Soit S un ensemble. Alors,
B@a A®) =g B,
En particulier, B®4 A™ =g B".

Corollaire 3.3.5. Soit I C A un idéal. Considérer A/I comme A-algébre par
le morphisme de passage au quotient. Soit M un A-module. Alors,

A/]@AMEA/I M/]M

Corollaire 3.3.6. Soit S C A multiplicative. Considérer S™' A comme A-algébre
par le morphisme de localisation. Soit M un A-module. Alors,

ST'AQA M g1, STIM.

Corollaire 3.3.7. Soit A un anneau intégre. Soit K son corps de fractions.
Considérer K comme A-algébre par le morphisme de localisation. Soit M un
A-module. Alors,

K®a M=2g Mg.

3.4 Exercices

§1

238. Soit B une A-algebre, pas forcément commutative. Une sous-A-algébre
de B est un sous-ensemble B’ de B qui est a la fois un sous-A-module et un
sous-anneau de B. Montrer que le centre Cent(B) est une sous-A-algebre de B.

239.* Soit A un anneau principal. Soit X C A un systéme de représentants
pour les classes d’éléments associés. Lorsque B est une A-algeébre, soit ¢z € X
I'unique élément engendrant le noyau du morphisme A — B. On appelle z la
A-caractéristique de la A-algebre B. Généraliser Exercice 91.

§2
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240.* Soit A un anneau. Déterminer le groupe Auta_aig(A[X1,...,X,]).
241. Soit A un anneau.
a. Soit I C A un idéal. Montrer que A[X]/TA[X] = (A/I)[X].
b. Soit S C A multiplicative. Montrer que S™!(A[X]) = S~LA[X].
83
242, Soit A un anneau.
a. Montrer que A[X,Y] =4 A[T]®4 A[T].

b. Montrer que ®7 A[T] est isomorphe & l’algébre des polynémes sur A en n
indéterminées.

243. Soit B une A-algébre. Soit M un A-module et N un B-module. Montrer
que ’on a un isomorphisme

HOIHA(A/I, fV) =B HOIHB(B ®a M, 17\7).
244. Soit M un A-module. Soit T’(M) = ®?:1 M.

245. Soit M un A-module. S(M)



